
TORIC SASAKI-EINSTEIN GEOMETRY

二木 昭人

1. はじめに

まず，佐々木多様体などの定義を述べよう．

　定義 1.1. 2m + 1 次元リーマン多様体 (S, g) が佐々木多様体 であるとは C(S) =
S ×R+, g = dr2 + r2g により与えられる錐多様体 (C(S), g) が Kählerであるとき
を言う．

このとき dimC C(S) = m + 1 である．

　定義 1.2. 佐々木多様体S が トーリックであるとは m+1 次元トーラスG ∼= Tm+1

の C(S) への効果的正則等長作用があるときをいう．このとき (C∗)m+1 も C(S) に
自然に作用する，

　定義 1.3. 佐々木多様体 (S, g) がアインシュタイン多様体のとき 佐々木・アイン
シュタイン多様体という．更にトーリックでもあるときトーリック佐々木・アインシュ
タイン多様体という．

佐々木多様体は接触多様体であり，接触形式は

η = (2dc log r)|{r=1}

で与えられる．ここに S ∼= {r = 1} と同一視する．この接触構造の Reeb 場 を ξ に
より表すと，

ξ = J
∂

∂r
で与えられる．Reeb 場が S1-作用を生成するとき佐々木構造は quasi-regular であ
ると言われ，Reeb 場が S1-作用を生成しないとき佐々木構造は irregular であると
言われる．佐々木構造が与えられると Reeb 場 ξ の生成する flow の局所軌道空間に
ケーラー構造が定まる．これを佐々木多様体の横断ケーラー構造という．要するに，
佐々木構造とは局所軌道空間の横断ケーラー構造と C(S) のケーラー構造に挟まれ
た接触構造のことである．
これまでの研究の流れとして，Boyer と Galicki を中心とした数学者サイドからの

研究とAdS/CFT対応の研究を通しての物理学者サイドからの研究がある．Boyerと
Galicki は四元数ケーラー多様体に同伴する 3-佐々木多様体への興味から一般の佐々
木多様体への興味を広げ，特異点のリンクの微分トポロジーの良く知られた結果など
を活用しながら佐々木・アインシュタイン計量の構成についての目覚ましい成果をあ
げた ([2], [3])．Boyer-Galicki の仕事で得られるものは Fano orbifold X 上の S1-束
という形の佐々木多様体 S である．この場合，S が佐々木・アインシュタイン多様体
であることと，Fano orbifold X が 正の Ricci 曲率を持つ orbifold Kähler-Einstein
多様体あることは同値である．従って，問題は X に 正の Ricci 曲率を持つ orbifold
Kähler-Einstein 計量を与える問題に帰着される．このような問題はケーラー幾何に
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おいて GIT 安定性との関係で活発に研究され，現在でも最終決着には至っていな
い．しかし，いくつかの存在を証明する方法が知られている．Boyer-Galicki および
Kóllar の方法は Nadel の multiplier ideal sheaf，およびその Demailly-Kóllar によ
る改良を用いるものである．
もう一つの研究の流れは AdS-CFT 対応から来るものである．AdS-CFT 対応と

は 5 次元 anti de Sitter 空間 AdS5 と５次元佐々木・アインシュタイン多様体 S5 の
直積 AdS5×S5 上の type IIB 超弦理論と 4 次元 N = 1 superconformal quiver ゲー
ジ理論が対応するという予想で，両方の理論の対応する量が一致することを見るこ
とによりこの予想を検証するために佐々木・アインシュタイン計量を求める必要が
あった．実際物理学者によりごく最近，5 次元トーリック佐々木・アインシュタイン
計量がたくさん explicit に求められている．これらは高さ 1 のトーリック・ダイアグ
ラムから作られる 5 次元佐々木多様体上に存在するもので，Y p,q ([13], [17]), Lp,q,r

([9], [17]), Xp,q ([14])，Zp,q ([20], [1]) という記号で表されるものである．これらは
ほとんどが irregular な佐々木構造を持つ．また，これらの構成は anti de Sitter Kerr
black hole 解の変形として得られるもので，モンジュ・アンペール方程式を解いて存
在を証明する Boyer-Galicki 達の方法とは全く異なる．
この他，関連する話題として brane tiling(植田一石・山崎雅人 [22])などもある．

2. トーリック佐々木・アインシュタイン多様体

我々の得た結果は以下のように述べられる．定理 2.1 は第３節の定理 3.4, 3.5 を
ひとまとめにしたものである．

　定理 2.1 (F-小野-王 [12], 趙-F-小野 [8]). S をコンパクト，トーリック佐々木多様
体とする．S が佐々木・アインシュタイン計量を持つための必要十分条件は，ある
` ∈ N に対しK`

C(S) が自明であることである．このことは S が，ある高さ ` ∈ N の
トーリック・ダイアグラム（定義 3.3 参照）から作られることとも同値である．

５次元の場合は物理学者が可算個の例を構成してあったことは第１節で述べた通
りである．一意性について述べるために用語を準備しよう．
佐々木多様体 (S, g) が与えられたとき，別の佐々木計量 g′ が (S, g) の佐々木構

造と両立するとは g と g′ が同じ Reeb ベクトル場を持ち，従って同じ横断正則構
造を持つときをいう．また，横断正則構造の自己同型群とはC(S) の正則自己同型で
ξ̃− iJξ̃ の生成する正則 flowと可換なもの全体のなす群である．ただし ξ̃ = J(r∂/∂r)
とする．このような自己同型群は Reeb 葉層の横断正則構造を保つ S への作用を誘
導する．

　定理 2.2 (趙-F-小野 [8]). (S, g) をコンパクト，トーリック佐々木・アインシュタ
イン多様体とする．このとき横断正則構造の自己同型群の単位元を含む連結成分が g
と両立する佐々木・アインシュタイン計量全体の空間に推移的に作用する．

定理 2.1 の直接的応用として次を得る．

　定理 2.3 (趙-F-小野 [8]). 各 k ∈ N に対し，S2 × S3 の k 個の連結和 k(S2 × S3)
には可算無限個の変形非同値なトーリック佐々木アインシュタイン計量が存在する．

この結果のトーリックでない場合は Boyer, Galicki, Nakamaye, Kóllar らにより
知られていた ([5], [4], [16])．また，トーリックの場合でも k が odd の場合は van
Coevering [23] が別の方法で構成している．
また，定理 2.1 の別の応用として以下を得る．
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　定理 2.4 ([11]). トーリック Fano 多様体 M の標準直線束 KM の全空間には完
備リッチ平坦 Kähler 計量が存在する．

この定理は Eguchi-Hanson 計量（M = CP1, [10]），Calabi の計量（M = CPm,
[7]）の拡張である．また，M が CP2 の１点 blow-up の場合の完備スカラー平坦
Kähler 計量は Oota-Yasui [21] により全く違う方法で得られているが，定理 2.1 と
[21] の計量が一致するかどうかは筆者は知らない．

　定理 2.5 ([11]). トーリック Fano 多様体 M の標準直線束 KM の全空間から零
切断を除いた空間にはスカラー曲率 0 の完備 Kähler 計量が存在する．

定理 2.4， 2.5 の証明はモーメント構成（c.f. [15])を η-Einstein 佐々木多様体に
対して適用して得られる．

3. 横断ケーラー幾何

ξ̃ = J(r ∂
∂r )とおくと ξ̃−iJξ̃ は C(S)上の正則ベクトル場になる．ξ̃ をS ∼= {r = 1}

に制限すると S のベクトル場であるが，これを S の Reeb ベクトル場と呼び， ξ に
より表すのであった．Reeb ベクトル 場 ξ は Killing ベクトル 場でもあり，従って
S の等長変換群トーラス部分群 を生成する．

η をリーマン計量 g に関する ξ の dual 1-form とする．このとき η は

η = (i(∂ − ∂) log r)|r=1 = (2dc log r)|r=1

により表される．D = Ker η とおき，これを 接触束とよぶ．. このとき dη は D 上
非退化であり，したがって S は η を接触形式とする接触多様体になる．Reeb ベク
トル場 ξ は

i(ξ)η = 1 and i(ξ)dη = 0

をみたす．ここに i(ξ) は内部積である．Reeb ベクトル場 ξ は S の 1-次元葉層 Fξ

を与える．これを Reeb 葉層と呼ぶ． Reeb 葉層と ξ̃ − iJξ̃ が生成する C(S) 上の
正則 flow は同じ局所軌道空間を持つ．後者は自然な横断正則構造を持つので，Reeb
葉層も横断正則構造を持つ．Fξ の局所軌道空間の接空間は自然に D のファイバー
と同型になるので，1

2dη が D のシンプレクティック形式を与えることを考慮すると，
Fξ の局所軌道空間の well-defined Kähler 形式を得る．Kähler 形式は各局所軌道空
間上定義されているが，これらは S に引き戻されると S の大域的な 2-form

(1) ωT =
1
2
dη = d(dc log r |r=1) = (ddc log r)|r=1

になる．これを横断 Kähler 形式とよぶ．Fξ の局所 Kähler 構造の集まりを横断
Kähler 構造とよぶ．

S 上の微分形式 α が basic であるとは

i(ξ)α = 0 and Lξα = 0

となるときをいう．ここに Lξ は ξ による Lie微分を表す．basic formは外微分 dで保
たれ，d = ∂B +∂B の形に分解するので，basicコホモロジー群および basic Dolbeault
コホモロジー群が定義できる．更に，横断 Chern-Weil 理論も構成でき， basic 変換
関数をもつベクトル束に対し basic Chern 類を定義することも出来る．Kähler の場
合と同様，Reeb 葉層の法束 ν(Fξ) の basic 第１ Chern 類 cB

1 (ν(Fξ)) は横断 Ricci
形式

(2) ρT = −i∂B∂B log det(gT
ij

)
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の 1/2π 倍で代表される．ただし z1, · · · , zm 局所軌道空間の正則座標とするとき
横断 Kähler 形式は

ωT = i gT
ij

dzi ∧ dzj

と表わされるとする．
次に佐々木・アインシュタイン多様体について考察する．まず，次の事実が知ら

れている．

　命題 3.1. (S, g) を (2m + 1)-次元佐々木多様体とする．次の３つの条件は同値で
ある．

(a) (S, g) は佐々木・アインシュタイン多様体である．このとき Einstein 定数は
2m となる．

(b) (C(S), g) は Ricci 平坦 Kähler 多様体である．
(c) Reeb 葉層の局所軌道空間は Einstein 定数 2m + 2 の横断 Kähler-Einstein
計量を持つ．

これの証明は [2] または [3] を見よ．命題 3.1 の典型的例は (C(S), S,局所軌道空間)
が (Cm+1 − {0}, S2m+1, CPm) のときである．ただし，S2m+1 は単位球面である．

S が Einstein 計量を持つならば命題 3.1 の (c) により，

(3) ρT = (2m + 2)ωT = (m + 1)dη

が成り立つ．よって cB
1 (ν(Fξ)) > 0, i.e. cB

1 (ν(Fξ)) は正の basic (1, 1)-form で代表
される．このとき basic コホモロジー群から通常のドラームコホモロジー群への自然
な準同型H2

B(Fξ) → H2(S) のもとに basic 第１ Chern 類 cB
1 (ν(Fξ)) は通常の第１

Chern 類 c1(D) に写される．しかし (3) により

(4) c1(D) = (2m + 2)ωT = (m + 1)[dη] = 0

である．逆に cB
1 (ν(Fξ)) > 0かつ c1(D) = 0ならばある定数 τ > 0に対し cB

1 = τ [dη]
となる．この証明は [12] の Proposition 4.3 を見よ．

Kähler 錐多様体 (C(S), g) がトーリックのとき佐々木多様体 (S, g) は トーリック
であるというのであった．すなわち (m + 1)-次元トーラス G ∼= Tm+1 が (C(S), g)
に正則等長写像として効果的に作用する．G は r と複素構造 J を不変にするので ξ̃

も不変にする．ξ̃ の生成する flow は C(S) に正則等長変換として作用するが，G は
すでにトーラス作用として作用できる最大次元になっているので ξ̃ は G の Lie 環 g
に入っていなければならない．したがって，G の C(S) への作用は自然に S への作
用を誘導する．

　定義 3.2. (m + 1)-次元トーラス G の Lie 環 g の双対空間を g∗ とする．Zg を g
の格子点全体とする．すなわち Zg は指数写像 exp : g → G の核である．g∗ の部分
集合 C が有理凸多面錐であるとは有限個のベクトル λi ∈ Zg, 1 ≤ i ≤ d, が存在して

C = {y ∈ g∗ | 〈y, λi〉 ≥ 0 for i = 1, · · · , d}

と表されるときを言う．集合 λi は任意の j に対し

C 6= {y ∈ g∗ | 〈y, λi〉 ≥ 0 for all i 6= j}

が成立するという意味で極小であると仮定する．また，各 λi は原始的，つまり λi

は 整数 a ≥ 2 と µ ∈ Zg を用いて λi = aµ という形に表すことはできないと仮定す
る．（従って，C が空でない内部を持つとき d は余次元 1 の面の個数に等しい．）こ
れらの２つの仮定の下に空でない内部を持つ有理凸多面錐が “good” であるとは以下
の条件をみたすときである．
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もしある {i1, · · · , ik} ⊂ {1, · · · , d} に対し

{y ∈ C | 〈y, λij 〉 = 0 for all j = 1, · · · , k}

が C の空でない面であるならば，λi1 , · · · , λik
は Z 上 1 次独立であり，

(5) {
k∑

j=1

ajλij
| aj ∈ R} ∩ Zg = {

k∑
j=1

mjλij
| mj ∈ Z}

をみたす．

goodな有理凸多面錐 C が与えられると滑らかなトーリック接触多様体でそのモー
メント像が C になるものが構成される．（good という条件は滑らかという条件を言
い表している．）

　定義 3.3. 高さ ` の (m + 1)-次元トーリック・ダイアグラムとは，(5) をみたす
λi ∈ Zm+1 ∼= Zg と γ ∈ Qm+1 ∼= (Qg)∗ の集まりで，次の２つの条件を満たすもの
である．

(1) ` は自然数で，`γ が格子 Zm+1 ∼= Z∗
g の原始的元になるもの．

(2) 〈γ, λi〉 = −1.

good な有理凸多面錐 C が高さ ` のトーリック・ダイアグラムから定まるとは，上の
２条件 (1) と (2) をみたすような有理ベクトル γ が存在するときをいう．

“height `” という用語を使う理由は，SL(m + 1, Z) の適当な元を用いて変換して

γ =


− 1

`
0
...
0


という形にできるが，このとき各 λi の第１成分は一斉に ` になる，つまり λi は一
斉に高さ ` になるからである．次の定理は定義 3.3 の高さ一定という条件は C(S) の
Calabi-Yau 条件であるということを主張する．

　定理 3.4 ([8]). S をコンパクト，トーリック佐々木多様体とし，dimS ≥ 5 とす
る．このとき次の３つの条件は同値である．

(a) cB
1 > 0 かつ c1(D) = 0.

(b) S は λ1, · · · , λd ∈ g と γ ∈ g∗ により与えられる高さ ` ∈ N のトーリック・
ダイアグラムから定まり，Reeb 場 ξ ∈ g は

〈γ, ξ〉 = −m − 1 and 〈y, ξ〉 > 0 for all y ∈ C

をみたす．ここに C = {y ∈ g∗|〈y, λj〉 ≥ 0, j = 1, · · · , d} である．
(c) ある自然数 ` に対し，標準束 KC(S) の ` 次の冪K⊗`

C(S) は自明である．

論文 [12] の主定理は次の通りである．

　定理 3.5 ([12]). S を定理 3.4 に述べられた３つの同値な条件をみたすコンパクト，
トーリック佐々木多様体とする．よって basicコホモロジー類として cB

1 = (2m+2)[ωT ]
が成立していると仮定してよい．このとき，Reeb ベクトル場を変形し，さらに横断
Kähler 計量を変形することにより，佐々木・アインシュタイン計量を構成すること
ができる．
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定理 3.5 の証明の概略は次の通りである．Reeb ベクトル場を一つ固定すると横断
正則構造が固定される．定理 3.5 の証明の第一ステップは，固定した横断正則構造に
対し，横断 Kähler 形式を滑らかな basic 関数 ψ1 を用いて

(6) ωT + ddcψ1 = d(dc(log r + ψ1)|r=1) =
1
2
d((dc log(r2 exp(2ψ1))|r=1)

の形で変形して，変形された横断 Kähler 計量が Kähler Ricci ソリトン方程式

ρT − (2m + 2)ωT = LXω

をみたすようにできることを証明することである．ただし X は [12] の意味での
“Hamiltonian 正則ベクトル場” である．横断 Kähler-Ricci ソリトンはいわゆる佐々
木多様体版の二木不変量 ([6]) が消えれば正の横断 Kähler-Einstein 計量になる．つ
まり X = 0 になる．佐々木多様体版二木不変量は Reeb ベクトル場のみに依存する
（つまり横断正則構造のみに依存する）ことに注意して欲しい．
定理 3.5 の証明の第二ステップは佐々木多様体版二木不変量が消えるような Reeb

ベクトル場 ξ′ がただ一つ存在することを証明することである．このことのアイデ
アは Martelli-Sparks-Yau [18], [19] による．第一ステップによりこの ξ′ に対し正の
Kähler-Einstein 計量，すなわち佐々木・アインシュタイン計量が存在する．
以上が定理 3.5 の証明の概略であるが，第二ステップについてもう少し，解説を

加えたい．佐々木多様体版二木不変量が消えるような Reeb ベクトル場 ξ′ を見つけ
るには佐々木多様体の体積の変分問題を考える．トーリック佐々木多様体の体積は
Reeb ベクトル場のみに依存してきまるので，体積汎関数の gradient も Reeb ベク
トル場にしか依存しない．実はこの gradient が佐々木多様体版二木不変量になって
いる．さらに第２変分を計算すると体積汎関数は凸関数であること，Reeb 場の動く
領域（定理 3.4，(b) 参照）の境界に近づくと +∞ に発散することも容易にわかるの
で，体積汎関数の臨界点が一意的に存在することがわかる．この臨界点が佐々木多様
体版二木不変量が消える Reeb 場を定める．
最後に，定理 2.4，2.5 はより一般的な以下の定理の特別な場合であることを述べ

ておく．

　定理 3.6. M をト－リック Fano多様体とし，Lをある自然数 pに対しKM = L⊗p

となるような正則直線束とする．このとき，各自然数 k に対し，L⊗k の全空間に完
備スカラー平坦 Kähler 計量が存在する．この計量は k = p のとき， Ricci 平坦で
ある．

　定理 3.7. S をコンパクト佐々木・アインシュタイン多様体，C(S) をその Kähler
錐多様体とする．このとき以下が成立する．

(a) C(S) には完備スカラー平坦 Kähler 計量が存在する．
(b) 任意の負の定数 c に対してある γ > 0 が存在して，C(S) の部分多様体

{0 < r < γ} はスカラー曲率が恒等的に c に等しい完備 Kähler 計量が存在
する．

従って特に，高さ一定のトーリック・ダイアグラムから作られるトーリック Kähler
錘 C(S) は完備スカラー平坦 Kähler 計量を持つ．
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