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1 円上の格子点：問題
円は最も基本的な幾何学的図形の一つであり，何千年も前から数学的考察の対象であっ
たとされる．円は数学のあらゆる分野 (代数，幾何，解析，応用)に現れるが，この話で
は，代数的な観点から円に関するある問題を考えてみたい．

座標平面内で，原点Oを中心とする円を考える．平面に座標を入れる，ということは，
平面に縦横の直線たちを碁盤の目のように引くことを意味する．それらの直線たちと曲
線である円との交わりの様子は少し不思議である．
座標平面において，x座標，y座標がともに整数であるような点を格子点とよぶことに
し，次の問題を考えてみよう．

問題 1. 原点Oを中心とする円上に格子点はいくつあるか？
∗東京大学大学院数理科学研究科．令和４年度群馬県高校生数学キャンプ「円の数学」における講演 (講

演者：志甫　淳，岩木耕平).
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もちろん，この問題の答えは円の半径に依存する．点 (x, y)の原点 Oからの距離は√
x2 + y2であるから，正の実数 rに対して，原点Oを中心とする半径 rの円の方程式は

x2 + y2 = r2

である．従って，上の問は x2+ y2 = r2を満たす整数の組 (x, y)の個数を問う問題である．
もしこのような整数の組 (x, y)が存在すれば r2は正の整数になるから，そのような場合
だけを考えればよい．従って，問題は次のようになる．
問題 2. nを正の整数とするとき，x2 + y2 = nを満たす整数の組 (x, y)の個数 S(n)はい
くつか？

2 観察
問題 2について考えるため，小さな nに対して，x2 + y2 = nを満たす整数の組 (x, y)

とその個数 S(n)を求めてみよう．

n (x, y) S(n)

1 (±1, 0), (0,±1) 4

2 (±1,±1) 4

3 0

4 (±2, 0), (0,±2) 4

5 (±2,±1), (±1,±2) 8

6 0

7 0

8 (±2,±2) 4

9 (±3, 0), (0,±3) 4

10 (±3,±1), (±1,±3) 8

但し，上の表における符号±はどのような組み合わせをとってもよい (複号任意)．
演習問題 1. 11 ≤ n ≤ 100を満たす整数 nに対して，x2+ y2 = nを満たす整数の組 (x, y)

とその個数 S(n)を求めよ．
演習問題 2. x2 + y2 = 1000を満たす整数の組 (x, y)とその個数 S(1000)を求めよ．
S(n)はどのような性質を満たすだろうか．まず，2つの性質を示す．
命題 1. S(n)は常に 4の倍数である．
証明. 座標平面から原点を除いた領域を次のように 4つに分ける．

A0 :第 1象限に y軸の正の部分を付け加えた領域,

A1 :第 2象限に x軸の負の部分を付け加えた領域,

A2 :第 3象限に y軸の負の部分を付け加えた領域,

A3 :第 4象限に x軸の正の部分を付け加えた領域.
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このとき，円 x2 + y2 = n上の格子点のうち領域Aj内にあるものは領域A0内にあるこの
円上の格子点を原点の周りに (90× j)度回転させることにより得られる．従って

S(n) = 4× (A0内にある円上の格子点の個数)

となるので，S(n)は 4の倍数である．

注 2. A0, A1, A2, A3を原点の周りに−45度回転させて得られる領域を B0, B1, B2, B3と
おくとき，上の議論はAjをBjにおきかえてもそのまま成り立つ．特に

S(n) = 4× (B0内にある円上の格子点の個数)

である．

命題 3. nが 4で割って 3余るとき，S(n) = 0である．

証明. S(n) > 0であるときに，nを4で割った余りが3でないことを示せばよい．S(n) > 0

より，x2 + y2 = nを満たす整数 x, yがある．
一般に整数 zに対して，zが偶数ならば z = 2z′ (z′は整数)と書けるので z2 = (2z′)2 =

4z′2 は 4で割り切れ，また，z が奇数ならば z = 2z′ + 1 (z′ は整数)と書けるので，
z2 = (2z′ + 1)2 = 4(z′2 + z′) + 1は 4で割って 1余る整数となる．
このことから，x, yがともに偶数のときは nは 4で割り切れ，x, yの一方が奇数，他方
が偶数のときは nは 4で割って 1余り，x, yが共に奇数のときは nは 4で割って 2余るこ
とがわかる．以上で題意が証明された．

なお，nを 4で割った余りが 0, 1, 2のときは，S(n) = 0になることも S(n) > 0になる
こともある．

3 素数のとき
nが素数 pであるときに S(p)がどうなるかを考える．

演習問題 3. 2 ≤ p ≤ 100を満たす素数 pに対する S(p)の表を作れ．

S(2) = 4であり，また，命題 3より pが 4で割って 3余る素数のとき S(p) = 0である．
ここでは次の定理を示す．

定理 4 (フェルマーの二平方和定理). pが 4で割って 1余る素数のとき，x2 + y2 = pを満
たす整数の組 (x, y)が存在する．従って S(p) > 0である.

証明. この定理の短い証明として有名な Zagierの一文証明 [1]を紹介する．原文は次の通
りである：
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The involution on the finite set S = {(x, y, z) ∈ N3 | x2 + 4yz = p} defined by

(x, y, z) 7→


(x+ 2z, z, y − x− z) (if x < y − z)

(2y − x, y, x− y + z) (if y − z < x < 2y)

(x− 2y, x− y + z, y) (if x > 2y)

has exactly one fixed point, so |S| is odd and the involution defined by (x, y, z) 7→ (x, z, y)

also has a fixed point.

以下，この証明をもう少し詳しく述べる．

S = {(x, y, z) | x, y, zは正の整数, x2 + 4yz = p}

とおく．これは座標空間内の有限個の点からなる．Sの点 (x, y, z)に対して，Sの点f(x, y, z)

を

f(x, y, z) =


(x+ 2z, z, y − x− z) (if x < y − z)

(2y − x, y, x− y + z) (if y − z < x < 2y)

(x− 2y, x− y + z, y) (if x > 2y)

と定義する．(右辺の場合分けが全ての場合をつくしていること，右辺が実際に Sに入っ
ていることを確かめる必要がある．) このとき，f を 2回ほどこすと元の点に戻ることが
確かめられる．そして，f(x, y, z) = (x, y, z)を満たす点 (x, y, z)は (1, 1, p−1

4
)のみである．

すると，Sは奇数個の点からなることがわかる．一方，Sの点 (x, y, z)に対して，Sの点
g(x, y, z)を g(x, y, z) = (x, z, y)と定義する．(この右辺が Sに入っていることはすぐにわ
かる.) gを 2回ほどこすとやはり元の点に戻る．よって，もし g(x, y, z) = (x, y, z)を満た
す点がないとすると，Sは偶数個の点からなることになり，これは矛盾である．従って，
g(x, y, z) = (x, y, z)，つまり y = zを満たす Sの点がある．このとき x2 + (2y)2 = pとな
る．

演習問題 4. 上の証明における細かな議論を埋めて，詳細を書いてみよ．

上の定理は S(p)に関する重要な結果であるが，まだ S(n)を求めるには不充分である．
次節以降で，ガウス整数を考えることにより，問題 2の解答を与える．

4 複素数平面とガウス整数
a2 = −1となる実数 aは存在しない．そこで，i2 = −1を満たす「数」iを導入し，

α = a + bi (a, bは実数) という形の新しい「数」を考える．これを複素数という．aを
αの実部，bを αの虚部という．実数 aは a+ 0iと考えることにより，複素数であるとみ
なせる．つまり，複素数は，実数を真に含む数の体系をなす．
複素数 α = a+ bi, β = c+ diに対して，その和，差，積を

α± β = (a± c) + (b± d)i,
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αβ = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i,

と定め，β 6= 0(つまり (c, d) 6= (0, 0))のときに商を
α

β
=

a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c− di)

(c+ di)(c− di)
=

ac+ bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i

と定める．
複素数 α = a+ biの複素共役を α = a− biと定める．このとき，

α± β = α± β, αβ = αβ,

(
α

β

)
=

α

β
, α = α

となることが確かめられる．
また，複素数 α = a+ biのノルムを

N(α) = αα = a2 + b2

と定める．このとき，複素数 α, βに対して

N(αβ) = αβαβ = ααββ = N(α)N(β), N(α) = αα = αα = N(α)

が成り立つ．
座標平面内の点 (x, y)に対して複素数 x + yiを対応させることにより，座標平面内の
点全体を複素数全体と同一視することができる．このように，複素数を用いて表した平
面のことを複素数平面という．複素数平面においては，複素数 α, βに対して，N(α− β)

は αと βの距離の 2乗になる．特に，円 x2 + y2 = nはN(z) = n (但し z = x + iy)と
書ける．また，複素数 x+ yiに対して i(x+ yi) = −y + xiであり，点 (−y, x)は点 (x, y)

を原点の周りに 90度回転させることにより得られる点なので，複素数を i倍することは，
複素数平面において原点の周りに 90度回転させることに対応することがわかる．同様に，
−1倍，−i倍することは，原点の周りの 180度回転，270度回転に対応する．
整数 a, bにより α = a + biの形に書ける複素数のことをガウス整数という．整数 aは

a+0iと考えることによりガウス整数であると見なせるので，ガウス整数は整数を真に含
む数の体系をなす．整数のときと同じように，ガウス整数は和，差，積で閉じているが，
商では閉じていない．また，0でないガウス整数 α = a+ biに対して，N(α) = a2 + b2は
正の整数となる．
複素数平面においては，ガウス整数は格子点に対応する．従って，問題 2は次のように
言い換えることができる．

問題 3. nを正の整数とするとき，N(α) = nを満たすガウス整数 αの個数 S(n)はいく
つか？
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5 ガウス整数の整数論
まず，通常の整数の性質について復習する．

定義 5. 単数とは，0でない整数 aで， 1

a
も整数であるようなもののこと．

つまり，単数とは±1のことである．任意の 0でない整数は，適当に単数をかけること
により正の整数にできる．

定義 6. 素数とは，単数でない正の整数 pで，p = ab (a, bは整数)と書けるならば aまた
は bが単数になる，という性質を満たすもののこと．

例えば，2, 3, 5, . . . は素数である．このとき，次が成り立つ．

定理 7 (素因数分解とその一意性). 任意の 0でない整数 nは

n = ϵp1p2 . . . pm (ϵは単数，p1, . . . , pmは素数)

の形に書ける (素因数分解)．また，この書き方は，p1, . . . , pmの並べかえを除いて一意的
である．

以上の性質のガウス整数における類似を考える．以下，ガウス整数における性質は「ガ
ウス～」と呼ぶことにする．

定義 8. ガウス単数とは，0でないガウス整数 αで， 1

α
もガウス整数であるようなもの

のこと．

命題 9. ガウス整数 αに対して，αがガウス単数 ⇐⇒ N(α) = 1 ⇐⇒ α = ±1,±i.

証明. αがガウス単数ならばN(α)N( 1
α
) = N(1) = 1で，またN(α),N( 1

α
)は正の整数なの

でN(α) = 1となる．これが成り立つとき，α = a+ biとおくと a, bは整数で a2 + b2 = 1

なので，(a, b) = (±1, 0), (0,±1)，つまりα = ±1,±iとなる．最後に，±1,±iがガウス単
数であることは容易にわかる．

複素数平面においてB0 := {z = x + iy | x > 0,−x < y ≤ x}とおく．これは注 2にお
ける領域B0を複素数平面で表したものに他ならない．i,−1,−iをかけることが原点の周
りの 90度，180度，270度の回転であったことを思い出すと，次がわかる：任意の 0でな
いガウス整数は，適当にガウス単数をかけることにより，B0内の点に移すことができる．
そこで次の定義をする．

定義 10. ガウス素数とは，ガウス単数でないB0内のガウス整数 σで，σ = αβ (α, βは
ガウス整数)と書けるならばαまたは βがガウス単数になる，という性質を満たすものの
こと．

注 11. 多くの本などでは「B0内の」という条件をつけずに定義しているが，ここでは，
整数のときの話と平行に進めるため，この条件をつけた．
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ガウス整数においても，素因数分解とその一意性が次の形で成り立つ：

定理 12 (ガウス素因数分解とその一意性). 任意の 0でないガウス整数 αは

α = ϵσ1σ2 . . . σm (ϵはガウス単数，σ1, . . . , σmはガウス素数)

の形に書ける (ガウス素因数分解)．また，この書き方は，σ1, . . . , σmの並べかえを除いて
一意的である．

定理 12の証明は難しいので，最後に付録で述べる．後でゆっくり読んでほしい．
ガウス素数にはどのようなものがあるだろうか？

定理 13. 素数 pのガウス素因数分解は次の通りである．
(1) p = 2のとき，2 = (−i)(1 + i)2.

(2) pが 4で割って 1余る素数のとき，あるガウス素数 σ = a+ bi (a > b > 0)で p = σσ

となるものがあり，これがガウス素因数分解となる．
(3) pが 4で割って 3余る素数のとき，p自身がガウス素数となる．
また，任意のガウス素数は，上の (1), (2), (3)のガウス素因数分解に現れるもののいずれ
かになる．

証明. 一般に，N(α)が素数であるガウス整数 αはガウス素数であることに注意する：実
際，α = βγとガウス整数の積で書けたとすると，N(α) = N(β)N(γ)でN(β),N(γ)は正
の整数なのでN(β),N(γ)のいずれかは 1であり，従って β, γのいずれかはガウス単数に
なる．
定理の証明を始める．(1)の等式は容易に確かめられる．また，N(1+ i) = 2なので 1+ i

はガウス素数であるから，(1)の等式は 2のガウス素因数分解を与える．
次に，pを 4で割って 1余る素数とするとき，定理 4より a2 + b2 = p, a > b > 0となる
整数の組 (a, b)がある．σ = a+ biとおくとN(σ) = N(σ) = σσ = pとなる．よって σ, σ

はガウス素数であり，(2)の等式が pのガウス素因数分解を与えることがわかる．
また，pを 4で割って 3余る素数とするとき，命題 3より a2 + b2 = pとなる整数の組

(a, b) は存在しない．よってN(α) = pとなるガウス整数 αはない．pが p = αβとガウス
整数の積で書けたとすると，p2 = N(α)N(β)と書けるが，N(α)は p2の約数で pではない
ので 1または p2であり，N(α) = p2ならば N(β) = 1となる．よって N(α),N(β)のいず
れかは 1であり，従って α, βのいずれかはガウス単数になる．従って pはガウス素数で
ある．
次に，ガウス素数が (1), (2), (3)のガウス素因数分解に現れるもののみであることを示
す．σをガウス素数とし，

σσ = N(σ) = ϵp1p2 · · · pm

と書く．但し，右辺は整数N(σ)の素因数分解である．各 piのガウス素因数分解たちの積
(但しガウス単数の積は 1つにまとめたもの)がN(σ)のガウス素因数分解となるので，ガ
ウス素因数分解の一意性より，σはある素数 piのガウス素因数分解に現れる．それは (1),

(2), (3)のガウス素因数分解のいずれかに現れるものとなる．
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6 円上の格子点：解答
問題 3の解答を与える．
定理 14. N(α) = nとなるガウス整数 αの個数 S(n)は以下の通りである：

n = 2dpe11 · · · pekk qf11 · · · qfll
(dは 0以上の整数, ej, fj は 1以上の整数，pj は 4で割って 1余る素数，qj は 4で割って
3余る素数)を nの素因数分解とするとき，f1, . . . , fl のうちのいずれかが奇数であれば
S(n) = 0である．f1, . . . , flが全て偶数であれば S(n) = 4(e1 + 1) · · · (ek + 1)である．
証明. ガウス素数のノルムは，定理 13の場合分けに対応して
(1) 2,

(2) 4で割って 1余る素数，
(3) 4で割って 3余る素数の 2乗
いずれかであり，αのノルムはそのガウス素因数分解に現れるガウス素数のノルムの積な
ので，αのノルムは上の (1), (2), (3)に現れる整数の積となる．それが nとなるような α

を求める．
f1, . . . , flのうちのいずれかが奇数のときは，上の (1), (2), (3)に現れる整数の積が nに
ならないので，N(α) = nとなるガウス整数 αは存在しない．
f1, . . . , flが全て偶数のときは，N(σj) = pjとなるガウス素数σj = aj+bji (aj > bj > 0)

をとると，N(α) = nとなるガウス整数 αは
α = ϵ(1 + i)dσe11

1 σ1
e12 · · · σek1

k σk
ek2q

f1/2
1 · · · qfl/2l

(但し ϵはガウス単数，ej1, ej2は ej1 + ej2 = ej を満たす 0以上の整数)という形になる．
ϵの取りかたは 4通り，(ej1, ej2)の取りかたは (ej + 1)通りあるので，求める αの個数は
4(e1 + 1) · · · (ek + 1)となる．
例 15. n = 1000 = 2353のとき，S(n) = 4(3 + 1) = 16となる．5 = (2 + i)(2− i)なので，
N(α) = 1000となるガウス整数 αは

α = ϵ(1 + i)3(2 + i)e1(2− i)e2

(ϵはガウス単数，e1, e2は e1 + e2 = 3を満たす 0以上の整数)という形をしている．ϵ =

1, (e1, e2) = (3, 0)のとき
α = (1 + i)3(2 + i)3 = (1 + 3i− 3− i)(8 + 12i− 6− i) = (−2 + 2i)(2 + 11i) = −26− 18i,

ϵ = 1, (e1, e2) = (2, 1)のとき
α = (1 + i)3(2 + i)2(2− i) = (−2 + 2i)(2 + i)5 = (−6 + 2i)5 = −30 + 10i

である．他の 14通りは上の 2つから実部と虚部の入れかえや実部または虚部の符号の変
更を適宜繰り返すことにより得られる．つまり，N(α) = 1000となるガウス整数 αは

±26± 18i, ±18± 26i, ±30± 10i, ±10± 30i

となる．
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7 付録：ガウス素因数分解とその一意性
この節では定理 12を証明する．

命題 16. αをガウス整数，βを 0でないガウス整数とするとき，α = βγ+ δ, N(δ) < N(β)

を満たすガウス整数 γ, δが存在する．

証明. 複素数 α

β
に最も近いガウス整数 (の 1つ)を γとすると， α

β
と γの距離は 1√

2
以

下なので，N

(
α

β
− γ

)
≤ 1

2
< 1 である．従ってN(α− βγ) = N

(
α

β
− γ

)
N(β) < N(β).

よって δ = α− βγとおけばよい．

ガウス整数 α, βに対して α = βγを満たすガウス整数 γが存在するとき，αは βの倍
数，βは αの約数であるという．

命題 17. ガウス整数 α, βに対して γ = α′α + β′β (α′, β′はガウス整数)の形のガウス整
数 γで，α, βの両方の約数となるものがある．

証明. α′α + β′β (α′, β′はガウス整数) の形の 0でないガウス整数 γを，ノルムが最小に
なるようにとる．α = γγ′ + δ,N(δ) < N(γ)を満たすガウス整数 γ′, δをとると，

δ = α− γγ′ = α− (α′α + β′β)γ′ = (1− γ′α′)α− γ′β′β

となる．よって，γの取りかた (ノルムの最小性)より δ = 0となる．するとα = γγ′とな
るので，γは αの約数となる．同様にして，γが βの約数になることも言える．

命題 18. σをガウス素数, α, βがガウス整数で σが αβの約数であるとき，σは α, βの少
なくとも一方の約数となる．

証明. ϵ = γα + δσ (γ, δはガウス整数)を 0でないガウス整数で α, σ両方の約数となるも
のとする．すると，σ = ϵϵ′という形に書け，σはガウス素数なので ϵ, ϵ′のいずれかはガ
ウス単数である．
ϵがガウス単数のとき

ϵβ = γαβ + δβσ

となり，σが αβの約数であることから右辺は σを約数とする．従って，β = ϵ−1ϵβも σ

を約数とする．
ϵ′がガウス単数のとき，ϵ = ϵ′−1σで ϵが αの約数なので，σは αの約数となる．

定理 12の証明. 0でないガウス整数 αがガウス素因数分解できることを N(α)に関する
数学的帰納法で示す．N(α) = 1のときは αはガウス単数なので，ガウス素因数分解でき
る．(現れるガウス素数の個数は 0個である.) N(α) > 1の場合，もし α = βγで，β, γが
ガウス単数でないように書けないならば，αは (ガウス単数)× (ガウス素数)の形になる
ので，ガウス素因数分解できる．α = βγで，β, γがガウス単数でないように書けるなら
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ば，N(β),N(γ) < N(α)となるので，数学的帰納法の仮定より，β, γはガウス素因数分解
できる．よって，その積である αもガウス素因数分解できることがわかる．
次に，0でないガウス整数 αが

α = ϵσ1 · · · σm = ϵ′σ′
1 · · · σ′

m′

と 2通りのガウス素因数分解を持つとする．m ≤ m′だとしてよい．このとき，現れる
ガウス素数の並べ替えを除いて両者が一致することをmに関する数学的帰納法で示す．
m = 0のときは，αはガウス単数なのでN(α) = 1であり，よってm′ = 0, α = ϵ = ϵ′と
なるので題意は成り立つ．m > 0のとき，σ1は ϵ′−1α = σ′

1 · · · σ′
m′の約数である．命題 18

を繰り返し使うことにより，σ1はある σ′
iの約数になることがわかる．σ′

1, . . . , σ
′
m′を並べ

替えることにより，σ1は σ′
1の約数であるとしてよい．このとき σ′

1 = σ1βの形に書ける
が，σ′

1はガウス素数で，σ1はガウス単数でないので，βはガウス単数，つまり±1,±iの
いずれかになる．すると，σ1, σ

′
1がともにB0内にあることから，β = 1, σ1 = σ′

1となる
ことがわかる．従って，

α/σ1 = ϵσ2 · · · σm = ϵ′σ′
2 · · · σ′

m′

となる．この等式に数学的帰納法を用いることにより，α/σ1の 2通りのガウス素因数分
解が，現れるガウス素数の並べ替えを除いて一致することが言える．従って，αの 2通り
のガウス素因数分解についても同じことが言える．
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