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代数曲面論

§0. はじめに（目標と知られている結果）
以下最後まで，S を C上定義された非特異代数曲面即ちある複素射影空間 PN(C)に埋
め込まれた 2次元複素多様体とする．一般に，特異点のない 2次元の完備な抽象多様体は
射影的である．

記号 (0.1) K : S 上標準直線バンドル
mK = K ⊗ · · · ⊗ K = K⊗m（m個のテンソル積）
L(mK)：mK の正則切断より成る線型空間
Pm = dimCL(mK)：S の m-種数
{ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn}：C上 L(mK)の基底
ΦmK : S → Pn mK より定義される有理写像

∈ ∈

z  (ϕ0(z), ϕ1(z), . . . , ϕn(z))
c1：S の 1次元チャーン類
c2

1 は整数である（何者，H4(S ,Z) ≅ Zによる）．

仮定 (0.2) S は第 1種例外曲線を含まぬ．この時 S を相対的極小であると言う．

仮定 (0.3) P2 > 0且 c2
1 > 0

定義 (0.4) 仮定 (0.2) (0.3)が満たされる時，S を “極小非特異一般型代数曲面”と呼ぶ．

注意 (0.5) （i）ある Pm > 0である相対的極小モデル S は極小モデルである．（ii）“一般
型（of general type）”はŠafarevič [8]の言葉では “of fundamental type”．
偖，S に関して (0, 2) (0, 3)を仮定する．

問題 (0.6) ΦmK を調べる事．

(0.7) 今迄に分っている結果
イ）D. Mumford [5]：ある整数 m0(S )が存在して m = m0(S )に対し ΦmK は正則双有理

写像．
ロ）I. R. Šafarevič [8]：ΦqK は双有理写像（しかし正則性については言及しない）．

目標の定理 (0.8) m = 6 ならば，ΦmK は正則双有理写像である．之は (8.17) で与えら
れる．
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2 小平邦彦

注意 (0.9) m = 5まで下げられるか？例えば，Φ4K は双有理でなく，Φ5K が正則双有理
となる例がある．
実際（i）W ⊂ P3を

∑3
i=0 z5

i = 0で定義されるとし，ε = exp( 2πi
5 )に対し g : (z0, z1, z2, z3)→

(z0, εz1,
1
ε
z2, z3)，G = {gn | n = 0, 1, . . . , 4} と置く．この時 W/G は，(1, 0, 0, εν)05ν54 に対

応する 5つの特異点をもつが，その非特異モデルを S とすると，Φ4K：双有理でないが，
Φ5K：正則双有理となる．次に（ii）W が

∑3
i=1 z6

i = 0で定義されるとすると，Φ4K：双有
理となる．

注意 (0.10) S が (0.2)を満たし，(0.3)を満たさぬ時（即ち P2 = 0又は c2
1 5 0），S は次

の 5つの内の何れかである．
イ）射影平面 P2 ロ）線織曲面 ハ）K3曲面
ニ）アーベル多様体（トーラス） ホ）楕円曲面
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I章 代数曲面の基本的事項

§1. 完全列

記号 (1.1)

S：非特異代数曲面
C ⊂ S：S 上の代数曲線（既約とする）
µ：C̃ → C 　 C の特異点除去

即ち


C̃ : C の非特異モデル（同型を除き一意的）

µ :正則双有理写像
O = OS：S 上正則函数の芽の層
O(−C)：S 上正則函数で，C 上 0となるものの芽の層（これは Oの部分層）
OC = O/O(−C)と置く．

(1.2) OC の構造を調べる．
x ∈ S に対し，(w, z)を x中心の S の局所座標とする．この時 Ox = OS ,x = C{w, z}（但

し C{w, z} : (w, z)での収斂巾級数環）
以下 xの C に対する状態により 3つの場合（イ）（ロ）（ハ）を考える．

（イ）x < C の場合，明らかに (OC)x = {0}
（ロ）xが C の単純点の場合．

前頁の図の如く x の近傍で，C : w = 0 で定義される様に (w, z) をとると，
O(−C)x = wC{w, z}．従って，

(OC)x = Ox/O(−C)x = C{w, z}/wC{w, z} ≅ C{z}

（ハ）xが C の特異点の場合．
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µ−1(x)は，C̃ の有限個の点 {℘1, . . . ℘λ . . . ℘γ}より成る．中心 ℘λ の C̃ 上の局所座標
tλ を，℘λ の近傍で，

µ : tλ → (w, z) = (Pλ(tλ), tmλ

λ )

と書ける様にとる．（但し，Pλ(tλ) ∈ tmλ

λ C{tλ}）．
Cλ = {µ(tλ) | |tλ| < α}を ℘λ に対応する既約分枝とする．上述の µを µλ と書く（即
ち µλ は µの ℘λ の近傍への制限である）．
次の様に Rλ，Rを定義する．

Rλ(w, z) =
mλ−1∏
k=0

(w − Pλ(εk
λz

1
mλ )) = wmλ + Aλ1(z)wmλ−1 + · · · + Aλmλ

(z)

R(w, z) =
r∏

λ=1

Rλ(w, z) = wm + A1(z)wm−1 + · · · + Am(z)

（但し ελ = exp( 2πi
mλ

) Ak(z) ∈ zkC{z} m =
∑r
λ=1 mλ）

この時 xの近傍で C : R(w, z) = 0である．
準同型 µ∗λ : Ox → C{tλ}（= ϑλ と置く）が

µ∗λ : Φ(w, z)→ (µ∗λΦ)(tλ) = Φ(Pλ(tλ), tmλ

λ )

により定義される．ϑ =
⊕r

λ=1 ϑλ と置く．この時，
準同型 µ∗ : Ox → ϑが，

µ∗ : Φ→ µ∗1Φ + · · · + µ∗λΦ + · · · + µ∗rΦ

により定義される．（但し，以上に於て Φ = Φ(w, z) ∈ O = C{w, z}）
明らかに O(−C)x = {Φ ∈ Ox | µ∗Φ = 0}従って (OC)x = Ox/O(−C)x = µ

∗Ox ⊂ ϑで
ある．あとは，µ∗Ox について調べてみれば良い．これは (1.4)で与えられる．

例 (1.2.1) 特異点 x ∈ C での既約分枝が 1つの時の例．C = C1（xの近傍で）
µ = µ1 : t → (w, z) = (tq, tm)

（但し，q > m > 0 (q,m) = 1）Φ =
∑

ahkwhzk ∈ Ox に
対し (µ∗Φ)(t) =

∑
h,k=0 ahkthq+mk であるので，

µ∗Ox = {µ∗Φ | Φ ∈ Ox} =

ϕ(t) | ϕ(t) =
∑

n=hq+km
h,k=0

bntn
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例えば m = 5，q = 7の時，

{hq + km}h,k=0 = {7h + 5k}h,k=0

= {0, 5, 7, 10, 12, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, . . . }

この数列で，0から 22までの個数は 12(= 1
2 (m − 1)(q − 1))そして 24(= (m − 1)(q − 1))以

後は全部の数字が現れる．例えは (1.4) (1.4.1)．

定義 (1.3) (1.2)（ハ）の状態に関して，

(1.3.1) σλdtλ =
d(tmλ )

Rw(Pλ(tλ), tmλ

λ )

(
但し，Rw(w, z) =

∂R(w, z)
∂w

)
この時 σλ = t−cλ

λ (aλ0 + λλ1 tλ + · · · ) (aλ0 , 0)と書ける．xは特異点であるので，cλ は正整
数である．

(1.3.2) ϑ̃ =
⊕r

λ=1 tcλ
λ ϑλ (⊂ ϑ =

⊕r
λ=1 ϑλ)と置く．

注意 (1.3.3) (1.2)（ロ）の状態に関して，(1.3.1) と同じ事を計算してみると，mλ = 1

R(w, z) = w故 σλ = 1 cλ = 0となる（実際 r = 1故 λは 1つしかない）．

定理 (1.4) （Gorenstein [3]，Rosenlicht [7]）
（イ）ϑ̃は µ∗Ox の部分環即ち ϑ̃ ⊂ µ∗Ox ⊂ ϑ
（ロ）dim[ϑ/µ∗Ox] = dim[µ∗Ox/ϑ̃] = 1

2
∑r
λ=1 cλ

例 (1.4.1) (1.2.1)の例に於いて，

R(w, z) = wm − zq P(t) = tq

従って Rw = mwm−1，σdt = d(tm)
mtq(m−1) =

1
t(m−1)(q−1) 特に m = 5 q = 7の例で

ϑ↔ Z=0 = {0, 1, 2, 3, . . . }
µ∗Ox ↔ {7h + 5k}h,k=0 ((1.2.1)みよ)
ϑ̃↔ {24, 25, . . . }
c = c1 = (m − 1)(q − 1) = 4 × 6 = 24

（実際 ϑ = C{t} ϑ̃ = t24C{t}）

この場合定理 (1.4)は確かに成立している．

問題 (1.4.2) 定理 (1.4)を多次元の場合に拡張すること．

(1.5) 定理 (1.4)を証明する為に (1.6)迄，暫く準備を行う．証明は (1.7)．
以下常に (1.2)（ハ）の状態を扱う．
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次の様に fλ，f，Rを定義する．

fλ = ϑλの商体 =
ϕ(tλ)

∣∣∣∣∣∣ ϕ(tλ) =
+∞∑
n=m

antn
λ

 = C({tλ})

（但し以下 C({2}) = C{2}の商体）

f =

r⊕
λ=1

fλ

R =
{
Φ

Ψ

∣∣∣∣∣ Φ,Ψ ∈ Ox各 λに対しµ∗λΨ , 0
}

準同型 µ∗ : O → ϑは，準同型 µ̃∗ : R → fに拡張される．即ち，µ̃∗ | Ox = µ
∗．

実際 µ̃∗ : Φ
Ψ
→ ∑r

λ=1
µ∗λΦ

µ∗λΨ
とする．

補題 (1.5.1) µ̃∗ : R → fは全射である．
実際任意の ξ ∈ fは次の形に表わされる．

ξ = µ̃∗F

F = F(w, z) = F0(z)wm−1 + F1(z)wm−2 + · · · + Fm−1(z)但し，Fk(z) ∈ C({z}) m =
r∑

λ=1

mλ


更に，前頁の形の F は一義的に定まる．

証明） （イ）µ̃∗ が全射である事：w∗λ = Pλ(tλ) z∗λ = tmλ

λ f
∗
λ = C({z∗λ}) (⊂ fλ)と置く．明らか

に [fλ : f∗λ] = mλ．一方 Rλ(w, z∗λ) = wmλ + Aλ1(z∗λ)wmλ−1 + · · ·+ Aλmλ
(z∗λ) (Aλk(z∗λ)+ f∗λ)は既約

であり，Rλ(w∗λ, z
∗
λ) = 0故 [f∗λ(w∗λ), f∗λ] = mλ．従って fλ k f∗λ(w∗λ)に注意して，

(∗) fλ = f
∗
λ(w∗λ) （[fλ : f∗λ] = mλ であった）．

次に S λ = S λ(w, z) =
∏

ν,λ Rν(w, z) sλ = µ∗λS λ (∈ ϑλ) と置く．与えられた ξ ∈ f を
ξ =

∑r
λ=1 ξλ (ξλ ∈ fλ)と書く．sλ , 0に注意して ηλ = s−1

λ ξλ (∈ fλ)と置くと，(∗)より

ηλ = F∗λ0 · (w∗λ)mλ−1 + · · · + F∗λmλ−1

（但し，F∗λk = Fλk(z∗λ) (∈ f∗k)は z∗λ の有理型函数）

と書ける．Fλk(z) ∈ C({z})に注意して

Fλ(w, z) = Fλ0(z)wmλ−1 + · · · + Fλmλ−1(z)

と置くと，ηλ = µ̃∗λFλ（但し µ̃∗ : R → fλ は µ̃∗ の成分）．
次に F(w, z) =

∑r
λ=1 S λ(w, z)Fλ(w, z)と置く．この時

F(w, z) = F0(z)wm−1 + · · ·
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一方 µ∗F =
∑r
λ=1 sληλ =

∑r
λ=1 ξλ = ξ である．

（ロ）Fの一意性：F = 0又は Fがwのm−1次式で µ̃∗F = 0（勿論 F ∈ R）ならば F = 0で
ある事を示そう．Rλ(w, z) =

∏mλ−1
k=0 (w−Pλ(εk

λz
1

mλ
λ )) = wmλ +Aλ1(z)wmλ−1+ · · ·+Aλmλ

(z) (ελ =

exp( 2πi
mλ

))は既約で，Rλ(Pλ(tλ), tmλ

λ ) = 0　一方 F(Pλ(tλ), tmλ

λ ) = 0．従って F(w, z) ≡ 0(Rλ)，
故に F(w, z) ≡ 0(R)．しかし R =

∏r
λ=1 Rλ = wm + A1(z)wm−1 + · · · + Am(z) (Ak(z) ∈ zkC{z})

は wの m次式故 F(w, λ) = 0．

定義 (1.5.2) η =
∑r
λ=1 ηλ ∈ f　 ηλ = ηλ(tλ) ∈ fλ が与えられた時

ρ(η) =
1

2πi

r∑
λ=1

∮
ηλ(tλ)σλ(tλ)dtλ但し，

∮
は十分小さい円 “|tλ| =一定”上の積分．

σλ = σλ(tλ)に関しては (1.3.1)

 .
定義 (1.5.3) Bh(w, z) = wh + A1(z)wh−1 + · · · + Ah(z)（但し，R(w, z) = wm + A1(z)wm−1 +

· · · + Am(z)であった）．

定義 (1.5.4) R(ζ, z) = 0ならば

R(w, z)
w − ζ = wm−1 + B1(ζ, z)wm−2 + B2(ζ, z)wm−3 + · · · + Bm−1(ζ, z)

証明） 上式の右辺 = Q(w, z; ζ)と置くと，

Q = wm−1 + (ζ + A1)wm−2 + (ζ2 + A1ζ + A2)wm−3 + · · · + (ζm−1 + A1ζ
m−2 + · · · + Am−1)

(w − ζ)Q = wm + (ζ + A1)wm−1 + (ζ2 + A1ζ + A2)wm−2 + · · ·
+ (ζm−1 + A1ζ

m−2 + · · · + Am−1)w
− ζwm−1 − (ζ2 + A1ζ)wm−2 − · · · − (ζm + A1ζ

m−1 + · · · + Am−1ζ)
= wm + A1wm−1 + · · · + An(z) = R(w, z)

何者，−(ζm + A1ζ
m−1 + · · · + Am−1ζ) = Am は R(ζ, z) = 0より．

補題 (1.5.5) (1.5.1)の F は次の公式で与えられる．
F(w, z) = F0(z)wm−1 + F1(z)wm−2 + · · · + Fm−1(z)
Fh(z) =

∑
n Fhnzn

Fhn = ρ(ξ · µ̃∗(z−n−1Bh)) （例えば (1.5.2)）.
= 1

2πi
∑
λ

∮ ξλ(tλ)Bh(Pλ(tλ),tmλ
λ )mλ

∂wR(Pλ(tλ),tmλ
λ )tηmλ+1

λ

dtλ
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証明） R(w, z) =
∏r

λ=1
∏mλ−1

k=0 (w − ζλk) 　 ζλk = Pλ(εk
λz

1
mλ
λ )，故ラグランジュの補間公式に

より，
F(w, z) =

∑
λ

∑
k

R(w, z)
w − ζλk

F(ζλk, z)
∂wR(ζλk, z)

しかし (1.5.4)より

R(w, z)
w − ζλk

= wm−1 + B1(ζλk, z)wm−2 + · · · + Bh(ζλk, z)wm−h−1 + · · ·

従って，Fh(z) =
∑
λ

∑
k Bh(ζλk, z) F(ζλk ,z)

∂wR(ζλk ,z)

一方 ξλ(tλ) = µ∗λF = F(Pλ(tλ), tmλ

λ ) 故 F(ζλk, z) = ξλ(εk
λz

1
mλ ) 従って Fh(z) =∑

λ

∑
k Bh(ζλk, z) ξλ(εk

λz
1

mλ )
∂wR(ζλk ,z)．

今， Bh(Pλ(tλ),tmλ
λ )ξλ(tλ)

∂wR(Pλ(tλ),tmλ
λ )
=

∑+∞
ν=ν0

γ(λ)
ν tνλ と置くと，

∑
k

Bh(ζλk, z) =
ξλ(εk

λz
1

mλ )
∂wR(ζλk, z)

=
∑
ν

γ(λ)
ν

mλ−1∑
k=0

εkν
λ z

ν
mλ =

∑
n

γ(λ)
nmλ

mλzn

何者，
mλ−1∑
k=0

εkν
λ =

mλ ν ≡ 0(mλ)

0 ν≡/ 0(mλ) （但し ελ = e
2πi
mλ）

従って，Fh(z) =
∑

n Fhnzn =
∑
λ

∑
n γ

(ν)
nmλ

mλzn

而して，

Fhn =
∑
λ

γ(λ)
nmλ

mλ

=
∑
λ

1
2πi

∮ Bh(Pλ(tλ), tmλ

λ )ξλ(tλ)mλ

∂wR(Pλ(tλ), tmλ

λ )tnmλ+1
λ

dtλ

定理 (1.6) ξ ∈ fが µ∗Ox に含まれる為の必要十分条件は

総の ϕ ∈ µ∗Ox に対し ρ(ξ · ϕ) = 0

となる事である．

証明）（イ）十分である事：総の ϕ ∈ µ∗Oxに対し ρ(ξ ·ϕ) = 0をとる．(1.5.5)より ξ = µ̃∗F

Fhn = ρ(ξ · µ̃∗(z−n−1Bh))（但し F ∈ R）で与えられるが，F ∈ Ox = C{w, z}を示せば良い．
即ち n 5 −1に対し Fhn = 0を示せば良い．しかし n 5 −1に対し，z−n−1Bh(w, z) ∈ Ox 従っ
て µ̃∗(z−n−1Bh) ∈ µ̃∗Ox ⊂ ϑ，而して仮定より

Fhn = ρ(ξ · µ̃∗(z−n−1Bh)) = 0
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（ロ）必要である事：(1.5.5) の形の F ∈ R で ξ = µ̃∗F と書けるが，今，ξ ∈ µ̃∗Ox と仮
定しよう．従ってある Φ ∈ Ox に対し ξ = µ̃∗Φ．この時，先ず F ∈ Ox である事を示
そう．F = F0(z)wm−1 + · · · + Fm−1(z) (Fh(z) ∈ C({z})) と書けていた．F < Ox として矛
盾を出す．即ち，或 Fh(z) < C{z} とする．Fh(z) = Fh,−ah z−ah + · · · (Fh,−ah , 0) と書き
max{a0, a1, . . . , ah, . . . } = bとするとzbF(w, z) = G(w, z) ∈ C{w, z}

G(w, 0) , 0

さて，̃µ∗Φ = µ̃∗F故 µ̃∗(G−zbΦ) = µ̃∗(zbF−zbΦ) = 0従って，G−zbΦ ≡ 0(R)即ち，G(w, z)−
zbΦ(w, z) = Q(w, z)R(w, z) (Q(w, z) ∈ C{w, z}) と書ける．R = wm + · · · + Ah(z)wm−h + · · ·
(Ah(z) ∈ zhC{z})に注意して，

G(w, 0) = Q(w, 0)wm

ところが，G(w, 0)は次数 5 m− 1の wの多項式，又 Q(w, 0) , 0これは矛盾である．従っ
て F ∈ Ox が分った．即ち (1.5.5)より n 5 −1に対し

Fhn = ρ(ξ · z−n−1Bh) = 0 (n 5 −1)

特に，F0,−1 = ρ(ξ) = 0．而して，任意の η ∈ µ∗Ox に対し ρ(η) = 0が示された．さて，任
意の ϕ ∈ µ∗Ox に対し ρ(ξ · ϕ) = 0 を示すのだが，ξ ∈ µ∗Ox と仮定したから ξ · ϕ ∈ µ∗Ox

従って ρ(ξ · ϕ) = 0．

(1.7) 定理 (1.4)の証明を与える．
fの任意の部分加群 mに対し，fの部分加群 m′ を定義する．

m′ = {ξ ∈ f | 総の η ∈ mに対し ρ(ξ · η) = 0}

ϑ =
⊕r

λ=1 ϑλ 　 σλ(tλ) = t−cλ
λ (aλ0 + aλ1 tλ + · · · ) (aλ0 , 0)であった．

（イ）ϑ′ =
⊕r

λ=1 tcλ
λ ϑλ 従って ϑ′ ⊂ ϑ

何者，ρ(ξ · η) =
∑
λ

1
2πi

∮
ξλ(tλ)ηλ(tλ)σλ(tλ)dtλ 故，η ∈ ϑの時，

ρ(ξ · η) = 0⇔ 総の ηλ ∈ C{tλ}に対し ξλ(tλ) ≡ 0(tcλ
λ ).

だからである．
偖，ξ, η ∈ ϑならば，ρ(ξ · η)は ϑ′ を法として定まるので，ρ(ξ · η)を ϑ/ϑ′ 上の双一次函
数と考える．すると双対性より，
（ロ）ϑ” = ϑ

一般に ϑ′ ⊂ m ⊂ ϑとすると，（ロ）より
（ニ）ϑ′ ⊂ m′ ⊂ ϑ dim(m/ϑ′) = dim(ϑ/m′)
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偖，(1.6)より (µ∗Ox)′ = µ∗Ox 従って，µ∗Ox ⊂ ϑに注意して，ϑ′ ⊂ (µ∗Ox)′ = µ∗Ox．これ
は，(1.4)の（イ）を示している．従って ϑ′ ⊂ µ∗Ox ⊂ ϑに関して（ニ）より

dim[µ∗Ox/ϑ
′] = dim[ϑ/µ∗Ox] =

1
2

dim[ϑ/ϑ′]

一方（イ）より dim[ϑ/ϑ′] =
∑r
λ=1 cλ．従って (1.4)（ロ）示された．

(1.8) 特異点 x ∈ C に対し (1.7)の記号を用いて，

ϑ′ = ϑ′x ϑ = ϑx

と書く．µ∗Ox � (OC)xであった（(1.2)の（ハ））．この同型写像を τxと書く．単純点 x ∈ C

に対し上の記号を用いると，ϑ′x = µ∗Ox = ϑx = ϑであり，勿論 τx : µ∗Ox � (OC)x である．

定義 (1.8.1) 各点 x ∈ C でのファイバーが

O′x = τx(ϑ′x)(j (OC)x) （但し ϑ′x j µ
∗Ox であった）.

により定められる OC の部分層を O′ とする．M = OC/O′ と定義する．
従って 0→ O′ → OC →M→ 0

(1.8.2) x ∈ C に対し µx � µ∗Ox/ϑ
′
x は有限次元ベクトル空間である．実際

dimMx =

0 · · · x : 単純点
1
2 cx (cx =

∑
℘λ∈µ−1(x) cλ) · · · x : 特異点

(1.9) F を S 上の複素直線バンドルとする．即ち F は次の（イ）（ロ）（ハ）で定まる．
（イ）正則写像 ϖ : F → S が与えられている（全写）．
（ロ）ある被覆 S =

⋃
j U j に対し

ϖ−1(U j) = U j × C

（ハ）U j × C，Uk × Cの貼り合せは次の条件による．
z ∈ U j ∩ Uk，(z, ζ j) ∈ U j × C，(z, ζk) ∈ Uk × Cに対し

(z, ζ j) = (z, ζk)⇔ ζ j = f jk(z)ζk

ここで， f jk(z)は，U j ∩Uk 上 , 0の正則函数で，Ui ∩U j ∩Uk 上 fik = fi j f jk が成立する．
ζ j は U j 上 (z, ζ j)のファイバー座標と呼ばれる．

(1.9.1) O∗ により，Oの部分層で Γ(U,O∗)が Γ(U,O)の可逆元より成る乗法群の層を表
わす．上述の 1-双対輪体 { f jk}は H′(S ,O∗)の元，即ち F を定める．明らかに H′(S ,O∗)は
F1 ⊗ F2 に関して群を成すが，便宜上 H′(S ,O∗)を加法群と考えて，F1 ⊗ F2 = F1 + F2 と
書く．
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(1.9.2) S 上 F の正則切断 ϕはϕ : z→ ϕ(z) = (z, ϕ j(z))(U j上)
U j ∩ Uk上ϕ j(z) = f jk(z)ϕk(z)

を満たすものである．従って ϕ は各 U j 上の正則函数 ϕ j(z)

の集まり {ϕ j(z)}で ϕ j(z) = f jk(z)ϕk(z)なるものである．

定義 (1.9.3) 各 U j 上の有理型函数 ϕ j(z) の集まり ϕ = {ϕ j(z)} で，U j ∩ Uk 上 ϕ j(z) =

f jk(z)ϕk(z)なるものを F の有理型切断と呼ぶ．

(1.10) F，C を S 上の直線バンドル，曲線とする．次の層（イ）（ロ）（ハ）を定義する．
（イ）O(F) = F の正則切断の芽の層（S 上の層）
（ロ）O(F −C) = {ϕ ∈ O(F) | z ∈ C に対し ϕ(z) = (z, 0)}
（ハ）O(F)C = O(F)/O(F −C)：C への制限
従って O(F)C = OC ⊗O O(F) = OC ⊗ F

実際

(OC | U j = τ
−1(U j))

OC ⊗ F =
⋃

j OC | U j は次の条件で貼り合せられる．z ∈ U j ∩ Uk ϕ j ∈ (OC | U j)z ϕk ∈ (OC | Uk)zに対し
ϕ j = ϕk ⇔ ϕ j = f jkϕk

(1.11) O′(F) = O′ ⊗ F（(1.8.1)）．
従って次の完全列（イ）（ロ）が存在する．
（イ）0→ O′(F)→ O(F)C →M→ 0

（ロ）0→ O(F −C)→ O(F)→ O(F)C → 0

何者，（イ）に関して，(1.8.1) より 0 → O′ ⊗ F → OC ⊗ F → M⊗ F → 0（完全列），
更に，C 上の層M は C の特異点にだけに，0 でないファイバーがある故M⊗ F ≅ M．
（ロ）は明らか．

定義 (1.12) µ : C̃ → C ⊂ S を曲線 C の特異点除去，F を S 上の直線バンドルとする．
この時 µ∗F により µにより F から引き起こされた C̃ 上の直線バンドルを表わす．O(µ∗F)

により µ∗F の正則切断の芽の成す C̃ 上の層を表わす．
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定義 (1.13) C̃ 上の次の因子 Cを C の導手と呼ぶ．

C =
∑

x∈Sing(C)

∑
℘λ∈µ−1(x)

cλ℘λ （記号は (1.2.2)）.

この時次の定義を行なう．

O(µ∗F − C) = {η ∈ O(µ∗F) | η ≡ 0(C)}

補題 (1.13.1) µ∗(O(µ∗F − C))
∼← O′(F)

証明）自然な µ-準同型 τ : O′(F)→ O(µ∗F−C)は τ : ϕ(w, z)→ (µ∗ϕ)(t)により与えられる．
あとはC上各点のファイバーで同型が引き起こされる事を見ればよい．Cの単純点では明
らかである．特異点 x ∈ C で考える．(1.2)の記号を用いる．µ−1(x) = {℘1, . . . , ℘λ, . . . , ℘r}
であった．従って µ∗(O(µ∗F − C))x �

⊕r
λ=1 O(µ∗F − C)℘λ．

一方 (1.13)(1.7)(1.8)より O(µ∗F − C)℘λ � tcλ
λ ϑλ O′(F)x � O′x �

⊕
tcλ
λ ϑλ．従って写像 µ

を考えてみれば，τx : O′(F)x
∼→ µ∗(O(µ∗F − C))x である．

定理 (1.14) 次の完全列が成り立つ．

0→ µ∗(O(µ∗F − C))→ O(FC)→M→ 0
0→ O(F −C)→ O(F)→ O(F)C → 0

証明） 前者は (1.11)(1.13.1)．後者は明らか．
O(FC) = O(F)C に注意しておく．

定理 (1.15) 次の完全列が成り立つ．

0→ H0(S ,O(F −C))→ H0(S ,O(F))→ H0(C,O(F)C)
→ H1(S ,O(F −C))→ H1(S ,O(F))→ H1(C,O(F)C)
→ H2(S ,O(F −C))→ H2(S ,O(F))→ 0

0→ H0(C̃,O(µ∗F − C))→ H0(C,O(FC))→ H0(C, µ)
→ H1(C̃,O(µ∗F − C))→ H1(C,O(FC))→ 0
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更に dim H0(C, µ) = 1
2
∑

x∈Sing(c) cx (cx =
∑
℘λ∈µ−1(x) cλ)

証明） (1.14)より．又，(1.13.1)より Hν(C̃,O(µ∗F − C)) � Hν(C,O′(F))に注意する．最
後は (1.8.2)より．

§2. 因子と一次系についての記号

(2.1) C を S 上の既約曲線とする．これより直線バンドル [C]を定義しよう．先ず任意
の x ∈ C に対し，xの S での近傍 U を十分小さくとれば C ∩ U = {(w, z) | R(w, z) = 0}と
書ける．但し，(w, z)は中心 xの S の局所座標であり，R(z) = R(z1, z2) = zm

2 + A1(z1)zm−1
2 +

· · · + Am(z1)は正則函数で R(z) = 0は極小方程式である（(1.2)）．即ち y ∈ C ∩ U Φ ∈ Oy

に対し，yの近傍の任意の z ∈ C で Φ(z) = 0ならば Oy で Φ ≡ 0(R)が成立する．
S =

⋃
j U j を U j 上 C の極小方程式が R j(z) = 0 である様な開被覆とする．この時

f jk(z) = R j(z)
Rk(z) は U j ∩ Uk 上 , 0 の正則函数である．勿論 Ui ∩ U j ∩ Uk 上 fik = fi j f jk で，

{ f jk}は一つの直線バンドル F を決定する．

定義 (2.1.1) F = [C]と書く．
さて，U j ∩ Uk 上 R j = f jkRk であるので，ϕ : z→ ϕ(z) = (z,R j(z))は F の正則切断であ
り，C = {z ∈ S | ϕ(z) = (z, 0)}である．

定義 (2.1.2) C = (ϕ)と書き ϕの因子と言う．

(2.2) 上の議論を因子 D =
∑r
ν=1 mνCν に拡張する（但し mν ∈ Z 　 Cν は S 上の既約

曲線）．

定義 (2.2.1) [D] =
∑r
ν=1 mν[Cν]

実際 S =
⋃

j U j を U j 上 Cν の極小方程式が Rν j = 0 である様な開被覆とし， f jk =∏r
ν=1( Rν j(z)

Rνk(z) )
mν と置く時 [D]は { f jk}で定まる．そして，ϕ : z→ ϕ(z) = (z,

∏r
ν=1 Rν j(z)mν )は

F の有理型切断であり D = (ϕ)と書き，ϕの因子と呼ぶ．逆に，任意の F の有理型切断 ϕ

（恒等的に 0ではない）が与えられると，[D] = F，D = (ϕ)なる因子 Dが一意的に定まる
事は直ぐ分る．

定義 (2.2.2) [D] = 0（但し，0 は自明な直線バンドルを表わす．即ち f jk(z) = 1）の時，
Dは『0に一次同値』であると言い，D ≈ 0と書く．

(2.2.3) D ≈ 0である為の必要十分条件は，S 上の有理型函数 f が存在して，D = ( f )と
なる事である．

証明） [D]の有理型切断 ϕ(z) = (z, ϕ j(z))が存在して D = (ϕ)と書ける．D ≈ 0とすると，
[D] = 0　従って U j ∩ Uk 上 ϕ j(z) = ϕk(z)，即ち各 U j 上 f (z) = ϕ j(z)となる S 上有理型
函数 f (z)が存在する．D = ( f )である．逆は明らか．
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(2.3) F を S 上の直線バンドルとする．この時 H0(S ,O(F))は F の正則切断全体の集合
である．

定義 (2.3.1) |F| = {(ϕ) | ϕ ∈ H0(S ,O(F)), ϕ , 0} を F の定める完備一次系と言う．（但
し，ϕ , 0は ϕが恒等的に 0ではない事を示す）．任意の D ∈ |F|に対し D = 0（次の注
意）である．

注意 (2.3.2) D =
∑

mνCν に関しmν > 0なる時 Dは正であると言い D > 0と書く
mν = 0なる時 Dは非負（実際的）であると言い，D = 0と書く

定義 (2.3.3) 因子 X に対し |X| = |[X]|

命題 (2.3.4) |X| = {D | D ≈ X,D = 0}

証明） 明らか．

定義 (2.4) Dを S 上の因子，F を S 上の直線バンドルとする．層 O(F −D)を定義する．
イ）D > 0の時．

D = (ϕ)なる F の有理型切断 ϕ(z) = (z, ϕ j(z))をとると，O(F − D)は O(F)の次の
条件で定まる部分層である（明らかに，ϕのとり方に依らない）．
x ∈ S でのファイバーが

O(F − D)x = {ψ ∈ O(F)x | ψ/ϕ j ∈ Ox}
= {ψ ∈ O(F)x | ψ ≡ 0(D)}

ロ）一般の場合．
D = (ϕ)なる F の有理型切断 ϕ(z) = (z, ϕ j(z))をとる．O(F − D)は，F の有理型切
断 ψ(z) = (z, ψ j(z))で，次の条件を満たすもの全体の層．

各点 x ∈ S でψ j/ϕ j ∈ Ox

注意：上記に於て切断 ϕ(z) = (z, ϕ j(z))等の記法は，適宜ある被覆 S =
⋃

j U j に付随して
考え，(2.1)の記述に従う．以下同様．

命題 (2.4.1) O(F − D) � O(F − [D])（自然な同型）

証明） (2.4)ロ）の記号を用いる．S の任意の開部分集合上の切断に関し自然な同型があ
る事を見る．以下任意の開部分集合上考える．O(F − D) の任意の切断 ψ : z → (z, ψ j(z))

に対し，η j =
ψ j

ϕ j
と置くと，η : z→ (z, η j(z))は O(F − [D]) = O(F ⊗ [D]−1)の切断である．

何者，ψ j = f jkψk で ψ j/ϕ j は U j 上正則，η j/ηk = (ψ j/ψk) · (ϕk/ϕ j) = f jk · g−1
jk（= h jk と置
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く）（但し，g jk = ϕ j/ϕk と置く．[D]は {g jk}で定まる）である．従って {h jk}は F ⊗ [D]−1

を与え，η j = h jkηk であるので ηは F ⊗ [D]−1 の正則切断を与える．写像：ψ → ηが同型
を与える事は明らか．

§3. 交わりの数，添加公式

(3.1) (S ,O) を特異点のない代数曲面，O∗ を 0 にならない正則函数の芽の乗法群の層
（(1.9.1)）．次の完全列がある．

0→ C→ O τ→ O∗ → 0 （但し，τ : f → e2π
√
−1 f）

従って，
→ H1(S ,O∗) c→ H2(S ,Z) → · · ·

∈ ∈

F  C(F)

実際，直線バンドル F に対し c(F) は，F のチャーン類である．この対応を具体的に見
ると，

被覆 S =
⋃

j U j に対し，F が 1-双対輪体 { f jk} で定義され（但し，U j ∩ Uk 上
f jk = f jk(z)は , 0且正則），H2(S ,Z) ∋ c(F) = {ci jk} (ci jk ∈ Z)とする時，容易に分
る様に，

ci jk =
1

2π
√
−1
{log fi j(z) + log f jk(z) + log fki(z)}

で与えられる．

(3.2) F,G(∈ H1(S ,O∗)) を直線バンドル，C，D を S 上の因子とする．c(F) · c(G) ∈
H4(S ,Z)の基本 4-輪体 S 上の値 (c(F)c(G))[S ] ∈ Zをも，c(F) · c(G)と書く事にする．

定義 (3.2.1)

F ·G = c(F) · c(G)
C · D = c([C]) · c([D])
F · D = c(F) · c([D])

命題 (3.3) (R,OR) を完閉（コンパクト）リーマン面とする．O∗R は前と同様に定義され
る．従って，

→ H1(R,O∗R)
c→ H2(R,Z) = Z→ · · ·

∈ ∈

f  c(f)

が存在する．（fは R上直線バンドル）．
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今，ϑ =
∑
ν mν℘ν (mν ∈ Z, ℘ν ∈ R)を R上因子とすると，

c([ϑ]) =
∑
ν

mν(= degϑ)

が成立する．

証明） 適当な被覆 R =
⋃

j U j をとって，c([ϑ]) = {ci jk} ∈ H2(R,Z)（代表 {ci jk} ∈ Z2(U,Z)

の略記．但し，U = (U j)）とする．勿論 {ci jk} ∈ H2(R,R)と考えられる．ド・ラームの定理
により {ci jk}には，R上 2-型式 ξが対応する．以下 ξを求めてみる．先ず 1-双対鎖 {µ jk}（但
し µ jk は Ui∩Uk 上C∞-函数）が存在して ci jk = µi j+µ jk+µkiと書け，dµi j+dµ jk+dµki = 0

が成立する．{dµ jk}はある 0-双対鎖 {σ j}の双対境界である（但し σi は Ui 上 C∞-1-型式）．
即ち，dµi j = σ j − σi 従って，Ui ∩ U j 上 dσi = dσ j．即ち ξ = dσi = dσ j = · · · は R 上
の 2-型式である．c([ϑ]) = {ci jk} ← ξが求めるもの（一意的でないが，意味は明らか）．又
H2(R,Z) � Z故 {ci jk} ↔ c ∈ Zの対応がある．この cを求める為に（1）Rの単体分割（2）
双対胞体分割を行なう．

c =
∑
(∗)

sgn∆i jk · ci jk （(∗)：総の単体についての和）

で与えられる．更に次が成立する．

(3.3.1) −
∫

R ξ = c

証明）∫
R
ξ =

∑
i

∫
i
ξ =

∑
i

∫
i

dσi

=
(∗)

∑
i

∫
<

>>

>

>

σi =
∑
i, j

∫
ℓi j

(σi − σ j)

= −
∑
i, j

∫
ℓi j

dµi j = −
∑

i j

[µi j(zi jk) − µi j(zi jh)]
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= −
∑
zi jk

[µi j(zi jk) + µ jk(zi jk) + µki(zi jk)] =
(∗∗)
−

∑
zi jk

ci jk

= −c

（但し，(∗)：グリーンの定理 (∗∗)：µi j + µ jk + µki = ci jk）．

さて，c([ϑ]) = degϑ(degϑ =
∑

mν)を示す為に，℘ ∈ Rに対し c([℘]) = 1を示せば良い．

R = Ui0 ∪U j∪Uk ∪ · · · を十分細かくとり，ϑ = ℘を定める方程式を各 U j 上 f j(z) = 0と
する．即ち，j , i0 に対し f j(z) = 1，fi0 (z)は，℘で 1位の零をもち z , ℘に対し fi0 (z) , 0

である． f jk =
f j

fk
と置くと，[℘] は { f jk} で定まる．c([℘]) = {ci jk} とする．今迄の議論

により ci jk =
1

2π
√
−1

(log fi j + log f jk + log fki)，Ui ∩ Uk 上の C∞-函数 µik，U j 上の C∞-1-

型式 σi が存在して，ci jk = µi j + µ jk + µki（Ui ∩ U j ∩ Uk 上），dµi j = σ j − σi（Ui ∩ U j

上），ξ = dσi（Ui 上）が成立する．c([℘]) = −
∫

R ξ であった．γi j = µi j − 1
2π
√
−1

log fi j と
おくと γi j + γ jk + γki = 0 で，Ui 上 C∞-函数 τi が存在して，Ui ∩ U j 上 γi j = τ j − τi と
書ける．従って，ω = σi +

1
2π
√
−1

d log fi − dτi = σ j +
1

2π
√
−1

d log f j − dτ j は R 上の 1-型
式である．明らかに，ω は R − ℘ 上 C∞ である．ξ = dσi = dω である．図（ロ）をみ
て，

∫
R ξ =

∫
R−℘ ξ = limε→0

∫
R−Wε

dω = limε→0
∮

1
2π
√
−1

d log fi0 = −1 が得られる．従って，
d([℘]) = −

∫
R ξ = 1．

命題 (3.4) Dを S 上の因子とする．c([D])と Dは双対関係（因子 Dは S 上の 2-輪体で
ある事に注意する）．即ち，任意の a ∈ H2(S ,Z)に対し

c([D]) · a = a(D)

証明） 被覆 S =
⋃

j U j を適当にとって， f j(z) = 0 を C の U j に於る極小方程式と
する．U j ∩ Uk 上 f jk =

f j

fk
と置くと，[C] = { f jk} である．c([C]) = {ci jk} とすると，

ci jk =
1

2π
√
−1

(log fi j+ logik + log fki)であり，ド・ラームの定理により ci jk を 2型式 ξで表わ
す事ができる．以下 (3.3)を平行して，そこと同様な記号を用いると，ξ = dσi = dσ j = · · ·，
ω = σi +

1
2π
√
−1

d log fi − dτi と置いて，ξ = dωである（σi は Ui 上 C∞-1-型式，τi は Ui 上
C∞-函数）．従って，c([C]) f ξ の対応が得られる（一意的ではない．完全型式を法とし
ての ξの類が対応する）．同様に dη = 0なる 2-型式 ηが存在して，af η．ド・ラームの
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定理より c([C]) · a ← ξ ∧ ηで，c([C]) · a =
∫

S ξ ∧ η，a(C) = −
∫

C ηが成立する．従って，
c([C]) · a = a(C)を示す為には，

∫
S ξ ∧ η = −

∫
C ηを示せば良い．

ηは C の各特異点では 0なる様に選べる（実際上図で，特異点の近傍 W を十分小さく
とって，そこで，ηより完全型式を無視すれば良い）．ωは S −C 上で C∞ である．従って∫

S
ξ ∧ η = lim

ε→0

∫
S−Tε

ξ ∧ η = lim
ε→0

∫
S−Tε

d(ω ∧ η)

= − lim
ε→0

∫
∂Tε

ω ∧ η =
(∗)
− lim
ε→0

∫
1

2π
√
−1

d fi
fi
∧ η =

(∗∗)
−

∫
C
η

但し，(∗)：上述の ωの式を代入する．(∗∗)：以下の計算．

C の特異点では η = 0 なので，単純点のところで考える．そこでの S の局所座標を
(w, z)とすると，C : fi(z) = 0故 w = fi ととれる．η = Adw ∧ dz + Bdw̄ ∧ dz̄ +Cdw ∧ dz̄ +

Ddz∧ dz̄+ Edw̄∧ dz + Fdw∧ dw̄と書くと，dw
w ∧ η =

dw
w ∧Ddz∧ dz̄ + (#)dw∧ dw̄しかし，

εを固定して w = εeiθ とおくと，dw = εieiθdθ 　 dw̄ = −εie−iθdθ 　従って dw ∧ dw̄ = 0．
而して， ∫

d fi
fi
∧ η = 2π

√
−1

∫
C

Ddz ∧ dz̄ = 2π
√
−1

∫
C
η.

(3.5) C, F を S 上の既約曲線，直線バンドルとし，µ : C̃ → C ⊂ S を C の特異点除去と
する．F̃ = µ∗F は C̃ 上に引き起こされた直線バンドルを表わす．S 上の 2つの直線バン
ドル F,Gに対し c(F) · c(G) = c(G) · c(F)が成立する．

命題 (3.5.1) F ·C = c(F̃)

証明） (3.4)を用いる．F ·C = c(F) · c([C]) = c([C])c(F) = c(F)(C) = c(F̃)
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(3.6) B,C を S 上の既約曲線で B , C とする．C ∩ Bは有限個の点より成る．℘ ∈ C ∩ B

に対し交わりの数 I℘(B,C)を定義しよう．
℘の近傍での Bの極小方程式を R(w, z) = 0　 µ : C̃ → C を特

異点除去　 µ−1(℘) = {℘1, . . . ℘λ, . . . ℘r}とする．
℘λ の近傍では µ : tλ → (w, z) = (Pλ(tλ), tmλ

λ ) と考えてよい
（(1.2)，tλ を適当に選ぶ）．R(Pλ(tλ), tmλ

λ ) = tnλ
λ (aλ0 + aλ1 tλ + · · · )

(aλ0 , 0)とする．nλ が ℘λ で定まる事は明らか．

定義 (3.6.1) I℘(B,C) =
∑
℘λ∈µ−1(℘) nλ．

ここで I℘(B,C) = I℘(C, B)である事に注意する．

命題 (3.7) S 上既約曲線 B,C に対し

B ·C =
∑

℘∈B∩C

I℘(B,C)

証明） 適当な被覆 S =
⋃

U j に対し F = [B] が，{ f jk} = { R j

Rk
} で定義されるとする．被

覆 C̃ =
⋃

Ũλ を µ(Ũλ) ⊂ U j = U j(λ) なる様にとる．Ũλ 上 R̃λ(t) = R j(x)(µ(t))，Ũλ ∩ Ũλ

上 f̃λν(t) = f j(λ) j(ν)(µ(t)) と定義する．従って f̃λν(t) =
R̃λ(t)
R̃ν(t)
で，F̃ は { f̃λν} で定義される．

ϕ̃ = {R̃λ}は F̃の正則切断であり，ϑ = (ϕ̃)とすると F̃ = [ϑ]である．従って (3.5.1)，(3.3)よ
り B ·C = F ·C = c(F̃) = degϑ．しかし degϑ =

∑
nλ =

∑
℘∈B∩C I℘(B,C)（何者，例えば Ũλ

を中心 ℘λの座標近傍である様にとっておけば R̃λ(t) = R(Pλ(tλ), tmλ

λ ) = tnλ
λ (aλ0+aλ1 tλ+ · · · )，

aλ0 , 0となるからである）．

(3.8) S の標準直線バンドル K の定義．座標近傍 U j の局所座標を (z1
j , z

2
j ) = (w j, z j) と

し，S =
⋃

j U j とする．ϕ = {ϕ j(z)dz1
j ∧ dz2

j }が有理型微分型式であるとは，
イ）ϕ j(z)は U j 上の有理型函数
ロ）U j ∩ Uk 上 ϕ jdz1

j ∧ dz2
j = ϕkdz1

k ∧ dz2
k

が満たされる時を言う．

定義 (3.8.1) D = (ϕ) = (ϕ j)を標準因子と言う．これは勿論一次同値を除いて定まる．

定義 (3.8.2) K = [D]を S の標準直線バンドルと言う．今，J jk(z) = det ∂(z1
k ,z

2
k )

∂(z1
j ,z

2
j )
と置くと，

U j ∩ Uk 上 ϕ j = J jkϕk 故，ϕは 1-双対輪体 {J jk}の定める直線バンドルの有理型切断であ
る．従って K は {J jk}で定まると言っても良い．

定義 (3.8.3) c1 = −c(K)を S の “1次元チャーン類”と言う．

定義 (3.8.4) (3.5) の記号で，C̃ はリーマン面である．Ũλ の局所座標を tλ とし，C̃ =⋃
λ∈Λ Ũλ とする．C̃ の標準バンドルℜは 1-双対輪体 {ℜλν} = { dtλ

dtν
}で定まる．C̃ の種数を
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π(C̃)で表わす時，c(ℜ) = 2π(C̃) − 2はリーマン・ロッホの定理より出る．

添加公式 (3.9) C を既約曲線，µ : C̃ → C ⊂ S を特異点除去，K,ℜを S , C̃ の標準バンド
ル，Cを C の導手とする．この時，次の公式が成立する．

ℜ = µ∗[C] + µ∗K − [C]

証明）

S =
⋃

j U j 　 C̃ =
⋃
λ Ũλ 及び U j, Ũλ 上の局所座標 (w j, z j)，tλ を次の（イ）（ロ）（ハ）

の様に選ぶ．
（イ）µ(Ũλ) ⊂ U j ( j = j(λ))

（ロ）µ(Ũλ) ∩ r = φ ならば U j(λ) ∩ r = φ（但し r = Sing(C)）この時 Ũλ 上 µ : tλ →
(w j, z j) = (0, tλ)とする．従って C の U j に於る極小方程式は

R j(w j, z j) = w j = 0

（ハ）µ(Ũλ) ∋ ℘ (℘ ∈ r)の時，℘λ : tλ = 0，℘ = µ(0) = (0, 0)とし，Ũλ 上 µが次の形をし
ている．

µ : tλ → (w j : z j) = (Pλ(tλ), tmλ

λ )

C の U j に於る極小方程式を R j(w j, z j) = 0 と書く．(1.2.2) の記号で σλdtλ =
d(tmλ

λ )
∂w jR j(Pλ(tλ),tmλ

λ )
（但し，∂w jR j =

∂R j

∂w j
）σλ = 1

tcλ
λ

(a0 + a1t1 + · · · ) (a0 , 0)であった．特

に µ(Ũλ) ∩ r = φ なる Ũλ の上で（µ(Ũλ) ⊂ U j とする），∂w jR j =
∂w j

∂w j
= 1 従って

σλdtλ =
dtλ
1 = dtλ 而して σλ = 1　 cλ = 0．即ち，C =

∑
ν cν℘ν である故 σ−1

ν = 0が
Cの局所方程式である．従って，[C]は，1-双対輪体 {σ

−1
λ

σ−1
ν
}で定まる．(3.7) (3.8.1)の

記号で（明らかな記法を用いて），[C] = { f jk}，K = {J jk}，µ∗[C] = { f̃λν} µ∗K = {J̃λν}．
但し f jk =

R j

Rk
， f̃λν(t) = f j(λ) j(ν)(µ(t))，J̃λν(t) = J j(λ) j(ν)(µ(t))．g jk(z)を次の（ニ）によ

り定める．
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（ニ）dR j ∧ dz j = g jk(z)dRk ∧ dzk

この時 dR j = ∂w jR jdw j + ∂z jR jdz j 故（ニ）に代入して，∂w jR jdw j ∧ dz j =

g jk∂wkRkdwk ∧ dzk．従って，
（ホ）∂w jR j = g jk J jk∂wkRk．一方 R j = f jkRk 故 dR j(z) = f jk(z)dRk(z) + Rk(z)d f jk 従って

z ∈ C に対し dR j(z) = f jk(z)dRk(z)これと（ニ）より z ∈ C に対し f jkdz j = g jkdzk が
成立する．µ∗ を施して，

（ヘ） f̃λν(t)d(tmλ

λ ) = g j(λ) j(λ)(µ(t))d(tmν
ν )

（ホ）（ヘ）より f̃λν(t)
d(tmλ

λ )
∂w j(λ)R j(Pλ(tλ),tmλ

λ )
= 1

J̃λν
d(tmν

ν )
∂wkRk(Pν,t

mν
ν ) 従って f̃λνσλdtλ = 1

J̃λν
σνdtν，故

にℜλν =
dtν
dtλ
= f̃λν · J̃λν · (σλσν )．対応する直線バンドルをとって，

ℜ = µ∗[C] + µ∗K − [C]

系 (3.10) (3.9)の記号の下で

π(C̃) =
1
2

(C2 + KC) + 1 − 1
2

degC

特に C が特異点を持たない時，

π(C) =
1
2

(C2 + KC) + 1

証明） c(µ∗F) = FC 　 c(µ∗[C]) = C · C = C2 　 c([ϑ]) = degϑであった（(3.3) (3.5.1)）．
リーマン・ロッホの定理より c(ℜ) = 2π(C̃) − 2　 (3.9)より c(ℜ) = C2 + KC − degC．

定義 (3.11) S 上の因子 D，直線バンドル F に対し

π(D) =
1
2

(D2 + KD) + 1

π(F) =
1
2

(F2 + KF) + 1

これらを，D, F の『仮想種数』と呼ぶ．

命題 (3.12) S 上既約曲線 C に対し

π(C) = π(C̃) +
1
2

degC

従って次のイ）ロ）ハ）が成立する．
イ）π(C) > π(C̃)⇔ C , C̃

ロ）π(C) = π(C̃)⇔ C = C̃

ハ）π(C) = 0⇔ C：特異点のない有理曲線
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§4. リーマン・ロッホの定理

記号 (4.0) S 上の代数層（解析層）Ξ，直線バンドル F，因子 Dに対し次の記号を用いる．

χ(S ,Ξ) =
∑
ν

(−1)ν dim Hν(S ,Ξ)

χ(S , F) = χ(S ,O(F))
χ(S ,D) = χ(S ,O([D])

定義 (4.1) （イ）q = dim H1(S ,O)：S の『不正則数』q = 1
2 b1（b1：S の 1次元ベッチ数）

が成立する．
（ロ）pg = dim H2(S ,O)：S の『幾何種数』
（ハ）pa = pg − q：S の『算術種数』

注意 (4.1.1) “不正則数”の名称に関して（？）：P3 に於て M : f (z0, z1, z2, z3) = 0 で定義
されるとし，S = M̃ を非特異モデルとする．この時大抵 q(S ) = pg − pa = 0 である．
実際 M : f (z0, . . . z3) = 0 に対し f ↔ (a1, a2, . . . aN) ∈ CN（係数の対応）と考える時，
{ f | b1(S ) > 0}の測度は 0である．（b1 = 2qであった．）

リーマン・ロッホの定理 (4.2)

χ(S ,D) =
1
2

(D2 − KD) + χ(S ,O)

即ち χ(S ,D) = 1
2 (D2 − KD) + pa + 1（後者の式は dim H0(S ,O) = 1及び (4.1)より．）

証明） ψ(F) = χ(S , F)− 1
2 (F2−KF)と置く．ψ(F−[C]) = ψ(F)が示されれば，D =

∑
miCi

と書けるので，ψ([D]) = ψ(0) = χ(S ,O) = pa + 1となり証明が終る．従って次の補題を示
せばよい．

補題 (4.2.1) ψ(F − [C]) = ψ(F)

証明） 次の完全列（イ）（ロ）が存在する（(1.14)），
（イ）0→ O(F − [C])→ O(F)→ O(F)C → 0

（ロ）0→ µ∗(O(µ∗F − [C]))→ O(F)C →M→ 0

列（イ）より χ(S , F) − χ(S , F − [C]) = χ(C,O(F)C) 　列（ロ）より χ(C,O(F)C) =

χ(C̃, µ∗F − [C]) + dim H0(C,M) しかし (1.15) より dim H0(C,M) = 1
2 degC，曲線リーマ

ン・ロッホの公式より χ(C̃, µ∗F − [C]) = c(µ∗F − [C])− π(C̃)+ 1 = F ·C − degC− π(C̃)+ 1

従って (3.12) を用いて χ(S , F) − χ(S , F − [C]) = F · C − π(C) + 1．一方 1
2 (F2 − K · F) −

1
2 ((F −C)2 − K · (F −C)) = F ·C − 1

2 (C2 + K ·C) = F ·C − π(C) + 1（(3.11)）．従って ψ(∗)
の定義に代入して ψ(F) − ψ(F − [C]) = 0 （終）
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リーマン・ロッホ・ヒルツェブルフの公式 (4.3)

χ(S ,D) =
1
2

(D2 − KD) +
1

12
(c2

1 + c2)

（但し cν : S の ν次元チャーン類 c2 は S のオイラー数に等しい）．これは (4.2)に注意し
て，次の公式を示せばよい．

ネーターの公式 (4.4) pa + 1 = 1
12 (c2

1 + c2)

証明）（Enriques [2]）定理 (4.6)を示せば十分であるが，その為に (4.5)で準備を行なう．

(4.5) 生成射影について．
（I）非特異曲線 C ↪→ P3 の射影．
線型部分多様体 P0,P2 ↪→ P3 を一般の位置にとる．P0 を中心とする射影 λ : P3 → P2 に
よる C の像を M とうる．

この時 M の特異点は通常 2重点のみで，その個数を dとする．M の既約方程式の次数
を，M の次数と呼び，それを nとする．実際 nは，M と P2 に於る一般の直線との交点の
個数（即ち，Mの生成超平面載面の点の個数）に等しい．この時 π(C) = 1

2 (n−1)(n−2)−d

に良く知られている．
（II）非特異曲面 S ↪→ PN の射影
線型部分多様体 P3, PN−4 ↪→ PN を一般の位置にとる．PN−4 を中心とする射影 λ : PN →
P3 による S の像を M とする．M は S の 1つのモデルである．∆ = Sing(M)を調べてみ
る．℘ ∈ ∆の周りの P3 の局所座標 (x, y, z)を適当に選ぶと，℘の近傍での M の方程式は
次の 3つに限られる．
（イ）yz = 0 （℘：2重点）
（ロ）xyz = 0 （℘：3重点）
（ハ）xy2 − z2 = 0 （℘：尖点）
以下この 3通りの場合を調べてみる．λ−1(∆) = ∆̃，λ−1(℘) = {℘̃1, . . . }の記号を用いる．
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S の上の局所座標を (u, v)とすると，

℘̃1の近傍で　λ : (u, v)→ (x, y, z) = (u, 0, v)
℘̃2の近傍で　λ : (u, v)→ (x, y, z) = (u, v, 0)

S 上の局所座標を (u, v)とすると

℘̃の近傍で　λ = (u, v)→ (x, y, z) = (u2, v, uv)

容易に分る様に M の尖点は ∆の単純点である．
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ここで
• n : M の次数（即ち M を定義する既約方程式の次数）
• m : ∆の次数（∆は 2重曲線である）実際 ℓ, Lを各々，一般の直線，平面とする時

n = Card(M ∩ ℓ) m = Card(∆ ∩ L)

• t : M の 3重点の数（上述（イ）（ロ）（ハ）の考察より ∆の特異点は M の 3重点し
か現われない）．
• ∆ = ⋃ρ

ν=1 ∆ν を ∆の既約曲線への分解とし，∆̂ν を ∆ν の非特異モデルとする．
• この時 π(∆) =

∑
ν{π(∆̂ν) − 1} + 1 + 2t(

但し O : P3 上正則函数の層，O∆Oの ∆への制限とする時，
χ(∆,O∆) = dim H0(∆,O∆) − dim H1(∆,O∆) = 1 − π(∆)

定理 (4.6) （Enriques [2]）(4.5)（II）の記号を用いる．

pa =

(
n − 1

3

)
− (n − 4)m + π(∆) − 1

c2
1 = n(n − 4)2 − (5n − 24)m + 4π(∆) − 4 + t

c2 = n(n2 − 4n + 6) − (7n − 24)m + 8π(∆) − 8 − t

（但し pa : S の算術種数 c1, c2 : S のチャーン類）

証明） (4.12) で pa の計算をするが，その為に (4.8)(4.9) を準備する．c2
1, c2 の計算は

(4.13)で行なわれる．

系 (4.7) c2
1 + c2 = 12(pa + 1)

添加公式 (4.8) 射影 S
λ→ M ↪→ P3 に於て，S ,P3 上の標準バンドルを K,Kとする時，

K = λ∗K + λ∗[M] − [∆̃]

（但し ∆ = Sing(M)，∆̃ = λ−1(∆)，[∆̃]：導手）

証明） 1次元低い場合（(3.9)）と同様である．局所的に

λ : (u, v)→ (x, y, z) = (µ1(u, v), µ2(u, v), µ3(u, v))
R(x, y, z) = 0 : M の極小局所方程式

σ =
dµ1(u, v) ∧ dµ2(u, v)

∂R
∂z (µ1(u, v), µ2(u, v), µ2(u, v))
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とおく時　導手 [∆̃] = −(σ)で与えられる．特に尖点の近傍で計算してみると

R = xy2 − z2 = 0
λ : (u, v)→ (x, y, z) = (u2, v, uv)

σ =
du2 ∧ dv
−2z

= −1
2

2udu ∧ dv
uv

= −1
v

du ∧ dv

従って [∆̃] = −(σ) = (v) = −( 1
v ) （終）

以下 (4.13)まで λ, S ,M,∆, n,m, t, . . . 等は (4.5)（II）に従う．

(4.9) pg, pa の計算の為の準備．
P3 の平面 L : a0ζ0 + a1ζ1 + a2ζ2 + a3ζ3 = 0とし E = [L]とおく．従って M ≈ nL（1次
同値）即ち [M] = nEである．一方 P3 の標準バンドルは K = −4Eである（実際 PN の標
準バンドルは OPN (−N − 1)である）．従って (4.8)より，

(4.9.1) K = (n − 4)λ∗E − [∆̃]

P3 上任意の直線バンドル F に対し，OP3 (F)，OP3 (F − ∆)，OP3 (F − M) が S 上の場合
（(1.10)）と同様に定義される．更に次の定義を行なう．

OP3 (F)∆ = OP3 (F)/OP3 (F − ∆)
OP3 (F − ∆)M = OP3 (F − ∆)/OP3 (F − M)

従って次の完全列 (4.9.2) (4.9.3)が得られる．

(4.9.2) 0→ OP3 (F − M)→ OP3 (F − ∆)→ OP3 (F − ∆)M → 0

(4.9.3) 0→ OP3 (F − ∆)→ OP3 (F)→ OP3 (F)∆ → 0

(4.9.4) λ∗(OP3 (λ∗F − ∆̃))
∼← OP3 (F − ∆)M

証明） 自然な λ-準同型 ρ : OP3 (F − ∆)M → OP3 (λ∗F − ∆̃)は ρ : ϕ(x, y, z) → (λ∗ϕ)(u, v)に
より与えられる．あとは M 上各点のファイバーでの同型を見れば良いが，℘ ∈ ∆で調べ
れば十分である．ここでは ℘が尖点である場合を示しておく（他の特異点の場合は各自に
任せる）．(λ∗ϕ)(u, v) = ϕ(u2, v, uv)である．（以下 (4.5)（II）（ハ）の図に従う）．

（イ）ρ は全射である：何者，ψ(u, v) ∈ OP3 (λ∗F − ∆̃)℘̃ が与えられたとする．ψ は ∆̃
上 0 であるから ψ(u, 0) = 0（℘̃ の近傍で ∆̃ : v = 0）．従って ψ(u, v) = ω(u, v)v と書け
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る（但し ω(u, v) は正則函数）．即ち λ : (u, v) → (x, y, z) = (u2, v, uv) に注意すれば，あ
る ϕ(x, y, z) ∈ OP3 (F)℘ が存在して ψ(u, v) = ϕ(u2, v, uv) = (λ∗ϕ)(u, v) と書ける．しかし，
ϕ(x, 0, 0) = ψ(u, 0) = 0（℘̃の近傍で ∆ : y = z = 0），故 ϕ(x, y, z) ∈ (OP3 (F − ∆)M)℘ である．
（ロ）ρは単射である事は，ϕ mod (xy2 − z2)が λ∗ϕで一意的に定まることより明らか．

注意 (4.9.5) (4.9.4) は C̃
µ
→ C ↪→ S に於て完全列　 0 → µ∗(O(µ∗F − C)) → O(F)C

K→
M→ 0（(1.14)）の存在　即ち同型 µ∗(O(µ∗F − C))

∼← Ker(O(F)C →M)の 1次元高い場
合への拡張である．実際 Ker(K) = O(F − Sing(C))C である

記号 (4.10) Lk(−∆) =

 f

∣∣∣∣∣∣ f = f (ζ)は k次の同次多項式で
ξ ∈ ∆に対し f (ξ) = 0


(4.11) pg = dimLn−4(−∆)

証明） F = (n − 4)Eとおく．次の (∗)でセール双対定理を用いて，pg = dim H2(S ,O) =
(∗)

dim H0(S ,O(K)) =
(4.9.1)

dim H0(S ,OP3 (λ∗F−[∆̃])) =
(4.9.4)

dim H0(M,OP3 (F−∆)M)．一方，[M] =

nE故OP3 (F−M) = OP3 (−4E)．しかし Hν(P3,OP3 (kE)) = 0 (ν = 1, 2)，H0(P3,OP3 (−4E)) = 0

に注意して，(4.9.2) より H0(P3,OP3 (F − ∆))
∼→ H0(M,OP3 (F − ∆)M) を得る．従って

pg = dim H0(P3,OP3 (F − ∆)) = dimLn−4(−∆)（何者，F = (n − 4)[L]）．

(4.12) pa =
(

n−1
3

)
− (n − 4)m + π(∆) − 1

証明） F = (n − 4)Eとおく．pa + 1 = χ(S ,O) =
(∗)
χ(S ,O(K)) =

(4.9.1)
χ(S ,OP3 (λ∗F − ∆̃)) =

(4.9.4)

χ(M,OP3 (F − ∆)M) =
(4.9.2)

χ(P3,OP3 (F − ∆)) − χ(P3,OP3 (K))（但し (∗) でセール双対定理を
用いた．最後の式は OP3 (F − M) = OP3 (K) より）．しかし同じくセール双対定理より
χ(P3,OP3 (K)) = −χ(P3,OP3 ) = −1．従って上の式より続けて pa + 1 =

(4.9.3)
χ(P3,OP3 (F)) −

χ(∆,OP3 (F)∆)+ 1．しかし，χ(P3,OP3 (F)) = dim H0(P3,OP3 ((n− 4)E) = dimLn−4 =
(

n−1
3

)
故

次の (4.12.1)を示せば (4.12)の証明は終る．

補題 (4.12.1) χ(∆,OP3 (F)∆) = (n − 4)m − π(∆) + 1（但し ∆ =
⋃

j ∆ j（既約分解）の非特異
モデルを ∆̂ =

∐
j ∆̂ j とする時，π(∆) − 1 =

∑
j(π(∆̂ j) − 1) + 2t）

証明）
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L : P3の一般の平面 とすると
E = [L]　 F = (n − 4)E であった
Sing(∆) = {t1, . . . tk, . . . tt}（これは総，∆の 3重点である (4.5)II）.
µ̂ : ∆̂→ ∆ ⊂ M ⊂ P3を特異点除去
µ̂−1(tk) = {t̂k1 , t̂k2 , t̂k3 }

とおく．この時，∆ の導手 =
∑t

k=1
∑3
ν=1 t̂kν である．次の（イ）は，

⊕3
ν=1 O∆̂(−t̂kν )t̂kν �

O∆(−tk)tk の同型より（ロ）は定義より明らか（但し F∆は Fの∆への制限で，OP3 (F−∑k tk)∆ =

{ϕ ∈ OP3 (F)∆ | ϕ(tk) = 0 (k = 1, 2, . . . )}）．
（イ）µ̂∗(O∆̂(µ̂∗F∆ −

∑t
k=1

∑3
ν=1 t̂kν ))

∼← OP3 (F −∑t
k=1 tk)∆

（ロ）0→ OP3 (F −∑t
k=1 tk)∆ → OP3 (F)∆ → T → 0（完全列）

（但し ∆上の層 T に関し，Supp(T ) = Sing(∆) =
⋃t

k=1 tk dim H0(∆, T ) = t 　従って
χ(∆,T ) = t．）従って，

（ハ）χ(∆,OP3 (F)∆) = χ(∆̂,O∆̂(µ̂∗F∆ −
∑t

k=1
∑3
ν=1 t̂kν )) + t．

偖，ϑ = L ·∆（従って degϑ = m）とおくと，F∆ = (n− 4)[ϑ]である．同様に ϑ j = L ·∆ j と
おき ϑ̂ = µ̂∗ϑ ϑ̂ j = µ̂

∗ϑ j と書くと，明らかに ϑ̂ =
∑

j ϑ̂ j である．次に導手 ϱ =
∑t

k=1
∑3
ν=1 t̂kν

を各 ∆̂ j に応じて分配して，
∑

j ϱ j と書く（∆̂ =
∐

j ∆̂ j に対し，ϱ j は ∆̂ j 上の因子）．明ら
かに deg ϱ = 3t．∆̂ =∐

j ∆̂ j 及び，µ̂∗F∆ = (n− 4)[ϑ̂] =
∑

j(n− 4)[ϑ̂ j]に注意して次の（ニ）
を得る．
（ニ）O∆̂(µ̂∗F∆ −

∑t
k=1

∑3
ν=1 t̂kν ) =

⊕
j O∆̂ j

((n − 4)ϑ̂ j − ϱ j)

曲線に関するリーマン・ロッホの定理より，
（ホ）χ(∆̂ j,O∆̂ j

((n − 4)ϑ̂ j − ϱ j)) = (n − 4) deg ϑ̂ j − deg ϱ j − π(∆̂ j) + 1

以上（ハ）（ニ）（ホ）より

χ(∆,OP3 (F)∆) =
∑

j

χ(∆̂ j,O∆̂ j
((n − 4)ϑ̂ j − ϱ j)) + t

= (n − 4) deg ϑ̂ − deg ϱ −
∑

j

(π(∆̂ j) − 1) + t

= (n − 4)m − π(∆) + 1

(4.13) あと，チャーン数 c2
1, c2 を計算するのだが，その為に暫（I），（II），（III）と分け

て準備する．（IV）に於て c2
1, c2 の c2

1, c2 の計算が行なわれる（（オ）（ワ））．事態は，射影
λ : S → M ↪→ P3 である．(w, x, y, z)を一般の位置での P3 の同次座標系とし，M の既約
方程式を f (w, x, y, z) = 0とする．今 f の次数が nである．
（I）M の平面切断（c2(S )の公式を求める）．
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Lτ : w − τz = 0 （τ ∈ P1）
L∞ : z = 0Cτ = Lτ ∩ M
ℓ : w = z = 0 （勿論 ℓ ⊂ Lτ）

とおく．
一般の τについてLτ ∩ ∆ = δτ,1 + δτ,2 + · · · + δτ,m （m : ∆の次数）

ℓ ∩ M = b1 + b2 + · · · + bn （n : M の次数）

が成立する．

cτ の S 上の（固有）像を C̃τ とする．即ち C̃τ = λ
−1[Cτ]．C̃τ は一般の τについて非特

異である．一方，有限個の τ1, . . . τ j, . . . τC (∈ P1)があって，Lτ j は，M の一点 ϑ j で M に
接する．即ち C は ℓを通る M の接平面の数である．C は M の類数と呼ばれる．

(w, x, y, z)は一般の位置にとった座標であるので，ϑ j < ∆．実際 ϑ̃ j = λ
−1(ϑ j)は C̃τ j の
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通常 2重点である．

(4.13.1) τ , τ j (1 6 j 6 C)ならば C̃τ は非特異である．

証明） Lτ が M の尖点 qを通る場合について λ−1(q)の点の近傍での C̃τ の様子を調べて
みる（実際 τ , τ j であるので，Sing(Cτ) j Lτ ∩∆である．従って Sing(C̃τ)を調べるには，
λ−1(Lτ ∩ ∆)の C̃τ での近傍を見れば良いが，Lτ が M の尖点以外の他の 2種類の特異点の
1つ ℘を通る時，λ−1(℘)の近傍で C̃τ が非特異である事は殆ど明らかである）．

q の周りの局所座標を (X, Y,Z)，q̃ = λ−1(q) の周りの局所座標を (u, v) とすると，局所
的に 

λ : (u, v)→ (X,Y,Z) = (u2, v, uv)
M : XY2 − Z2 = 0
Lτ : AX + BY +CZ = 0
C̃τ : Au2 + Bv +Cuv = 0

と書ける．(w, x, y, z)は一般の位置での同次座標であるので，q = (0, 0, 0)で A , 0，B , 0，
C , 0，更に q̃ = (0, 0)の近傍で B+Cu , 0と考えてよい．しかし C̃τ : (B+Cu)v+Au2 = 0

であるので，q̃ = (0, 0)は C̃τ の単純点である．従って τ , τ j (1 6 j 6 C)ならば C̃τ は非特
異である事が分る．

定義 (4.13.2) 一般の τに対し g = π(C̃τ)とおく．この時 Cτ は，次数 nで，m個の 2重
点をもつ Lτ 上の平面曲線であるので，次の（イ）が成立する．
（イ）2g − 2 = n(n − 3) − 2m

さて S =
⋃
τ∈P1 C̃τ 　 Cτ ∩ Cλ = b1 + · · · + bn（= ℓ ∩ M 既出）であるが，更に C̃τ ∩ C̃λ =

b̃1 + · · · + b̃n と書け，b̃k で C̃τ と C̃λ は正規交叉している．
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偖，{b̃k}16k6n が，系 {C̃τ}τ∈P1 の底点になっているので，その系よりファイバー空間
を作る為，中心 b̃k の 2 次変換 Qb̃k

(1 6 k 6 n) を順次 S に施して Ŝ を得る．即ち
Ŝ = Qb̃1

Qb̃2
. . .Qb̃n

(S )とする．この時，

c2(Ŝ ) = χ(P1) · χ(C̃τ) +
C∑

j=1

(χ(C̃τ j ) − χ(C̃τ))

（但し χ(V)は V のオイラー数を表わす）．
併し，ϑ̃ j は C̃τ j (1 6 j 6 c)の唯一の通常 2重点であるので，χ(C̃τ j )−χ(C̃τ) = 1．従って

c2(Ŝ ) = 2(2 − 2g) + cが成立する．

一方 2次変換によりオイラー数は 1つづつ殖えるので，

c2(S ) = c2(Ŝ ) − n

従って次の（ロ）を得る．
（ロ）c2(S ) = 4 − 4g + c − n

（II）極曲線：

M : f = f (w, x, y, z) = 0であった．
Mx : ∂x f = 0　とする

（但し ∂x f = ∂
∂x f (w, x, y, z)：(n − 1)次）

P ∈ ∆ならば ∂x f (P) = 0であるので，ある曲線 Dxが存在して Mx ∩ M = ∆ ∪ Dxと書
ける．
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定義 (4.13.3) Dxを M の極曲線と呼ぶ．
偖，(ζ0, ζ1, ζ2, ζ3)を P3 のある定まった座標系とし，ζν = aν0w + aν1x + aν2y + aν3zと書
き，aνk を助変数と見る．∂x f =

∑3
ν=0

∂ζν
∂x

∂ f
∂ζν
=

∑3
ν=0 aν1

∂ f
∂ζν
は aν1 について 1次であるので，

{Dx}は 1次系を成す．

(4.13.4) {Dx}の底点は M の尖点 q j 全体と一致する．

証明） （i）明らかに，℘ < ∆は {Dx}の底点でない．以下 ∆の点を考える．

(X,Y,Z) = (u2, u, uv)←
λ

(u, v) （iii）の図

（ii）各尖点 q j を考える．q j は {Dx} の底点である．何者；q j で w , 0 として，w = 1

とおいて (x; y, z)を P3 の非同次座標と考えると， f (1, x, y, z) = XY2 − Z2．従って，∂x f =

(∂xX) ·Y2+ (2∂xY) ·XY− (2∂xZ) ·Z．而して，λ∗(∂x f )(u, v) = ∂xX ·v2+2∂xY ·u2v−2∂xZ ·uv =

v(∂xX · v+ 2∂xY · u2 − 2∂xZ · u)　従って ∆̃ = λ−1[∆] : v = 0，D̃x = λ
−1[Dx] : ∂xX · v+ 2∂xY ·

u2 − 2∂xZ · u = 0 　即ち各 D̃x は q̃ j = (0, 0) を通る．従って任意の x に対し q j ∈ Dx．更
に q j は一般の Dx の単純点である事も注意しておく．（一般の x に対し，q j で ∂xX , 0，
∂xY , 0，∂xZ , 0であるので，その時の D̃x の図は上述の如し）
（iii）℘ ∈ ∆且 ℘ , q j ならば一般の xに対し ℘ < Dx 　何者；℘が 2重点の時，（ii）の場
合と同じ様な座標をとって， f (1, x, y, z) = Y · Z 　従って ∂x f = (∂xY) · Z + (∂xZ) · Y．一般
の xをとる時，℘の近傍で ∂xY , 0，∂xZ , 0．従って，∂x f = 0を考える時 Z = 0⇔ Y = 0

即ち ℘の近傍では Mx∩M = ∆となり，Dxは ℘を通らない．℘が 3重点の時も，f = XYZ

と書けて，同様な議論が成立する．以上（i）（ii）（iii）より {Dx}の底点は尖点全体 {ϱ j}と
一致する． （終）
従って，{Dx}は q̃ j 以外に底点を持たぬ．一方一般の xに対し，q̃ j は Dx の単純点であ
る事は見てあるので，ベルチニの定理より D̃x は非特異点である．
偖，L を P3 の平面とし，E = [L] とおく．従って定義より [Mx] = (n − 1)E．一方

Mx ∩ M = ∆ ∪ Dx であるので，次の（ハ）を得る．
（ハ）[∆̃ + D̃x] = (n − 1)Ẽ（但し Ẽ = λ∗E）
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次に一般の x を固定して，Dx と ∆ の交点を調べる．上述より Dx ∩ ∆ が M の尖
点 q1, . . . qγ 総を含む事は分っている．∆ の一般の点のところで， f (1, x, y, z) = YZ，
fx = YxZ + ZxY = 0即ち，(∂x f )Z=0 = ZxY 　 (∂x f )Y=0 = YxZ．

この時 P ∈ Dx ∩ ∆ ⊂ Mx ∩ M では Zx(P) = 0 　 Yx(P) , 0 又は Zx(P) , 0，Yx(P) = 0

である．例えば前者の場合，P の近傍は Y = 0 上では ∆，Z = 0 上では ∆ + Dx である．
従って ZxYx = 0 と ∆ の交点を r1, . . . rσ とすれば，Dx ∩ ∆ = q1 + · · · + qγ + r1 + . . . rσ
D̃x ∩ ∆̃ = q̃1 + · · · + q̃γ + r̃1 + · · · + r̃σ と書ける（後者は前者より）．r̃k は D̃x の単純点であ
る（ベルチニ定理）．従って
（ニ）D̃x · ∆̃ = γ + σ
（III）第 2次極曲線：

Mxx : ∂2
x f = 0とする．Mxx は (n − 2)次である．

先ず（i）尖点 q j ∈ ∆ では f = f (1, x, y, z) = XY2 − Z2 故座標 (w, x, y, z) を一般に
とってある時 fxx(q j) = −2Z2

x , 0 即ち Mxx = q j（ii）3 重点 ti ∈ ∆ では， f = XYZ 故
∂2

x f = ∂xX ·∂xY ·Z+∂xY ·∂xZ ·X+∂xZ ·∂xX ·Y +∂2
xX ·Y ·Z+ · · · で，tiで ∂xX ·∂xY ·∂xZ , 0．

従って Mxx と，∆は ti で正規交叉をする．（iii）∆の一般の点 Pでは， f = YZ 　従って
fxx = YxZx + YxxZ + ZxxY で，P ∈ Mxx ∩ ∆の為には， fxx(P) = Yx(P)Zx = 0　即ち P = ri

である事が必要十分である．一方 ri で，Dx と ∆は正規交叉である故 Zxx(ri) , 0で，Mxx

と ∆は ri で正規交叉をする．従って次が分った．

Mxx ∩ ∆ = ri + · · · + rσ + t1 + · · · + tt

各点 ri 又は ti で Mxx は単純点を持ち，∆ の各成分に正規
交叉．
（ホ）Mxx · ∆ = σ + 3t

（IV）最後にもう一つ Dy : ∂y f = 0を考える．Dx∩Dy∩∆ =⋃
qi であるが，℘ ∈ Dx ∩Dx 且 ℘ < ∆なる点を考えてみよう．

即ち fx(℘) = fy(℘) = 0且 ℘ < ∆である．一般に Pに於る M の接平面 TP(M)は

TP(M) : fw(P)w + fx(P)x + fy(P)y + fz(P)z = 0

であるので，℘ ∈ Dx ∩Dx の所では，T℘(M) = Lτ j である（但し τ j =
fx(℘)
fy(℘)．Lτ : w− τz = 0

であった）．従って ℘ = ϑ j である（（I）での記号，ϑ j は Lτ j が M に接する点）．逆に
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℘ = ϑ j のとき fx(ϑ j) = fy(ϑ j) = 0故 ϑ j ∈ Dx ∩ Dy．従って次が得られる．

D̃x ∩ D̃y = q̃1 + · · · + q̃γ + ϑ̃1 + . . . ϑ̃c

（ヘ）D̃2
x = D̃x · D̃y = γ + c

偖，E = [Lτ] 　 Ẽ = λ∗E = [C̃τ] 　 Ẽ2 = C̃2
τ = C̃τ · C̃τ′ = n Ẽ2 + K · Ẽ = C̃2

τ + K · C̃τ =

2π(C̃τ) − 2 = 2g − 2であった．従って（イ）を用いて次を得る．
（ト）Ẽ2 = n

（チ）K · Ẽ = n(n − 4) − 2m．
ここで，(4.9.1)と（ハ）より次が得られる．

[∆̃] = (n − 4)Ẽ − K

[D̃x] = (n − 1)Ẽ − [∆̃] = 3Ẽ + K

偖，（ニ），（チ）と上の式より

γ + σ = D̃x · ∆̃ = (3E + K) · ((n − 4)Ẽ − K) = 3n(n − 4) + (n − 7)KẼ − K2

= n(n2 − 8n + 16) − (2n − 14)m − c2
1

併し σ = (n − 2)m − 3t（何者（ホ）に於て，Mxx，∆の次数は n − 2，mである）故
（リ）c2

1 = n(n − 4)2 − (3n − 16)m + 3t − γ
次に（ヘ）（ト）（チ）より

γ + c = D̃2
x = (3Ẽ + K)2 = n(6n − 15) − 12m + c2

1

従って（イ）（ロ）（リ）及び上の γ + cの式より
（ヌ）c2 = n(n2 − 4n + 6) − (3n − 8)m + 3t − 2γ

あと求めるべきは γのみである．

ˆ̃∆ を ∆̃ の非特異モデルとする．各 t̃iν は ∆̃ の 2 重点であり総数は 3t である．一方
Sing(∆̃) =

⋃
iν q̃iν であった．従って π( ˆ̃∆) = π(∆̃) − 3t．一方 ˆ̃∆ → ∆̂は 2葉被覆写像で，q̃ j
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(= ˆ̃q j)が分枝点である．従って ˆ̃∆のオイラー標数は ∆̂ =
∐
∆̂ j に注意して，

2 − 2π( ˆ̃∆) = 2(2 − 2π(∆̂)) − γ
= 2

∑
j

(2 − 2π(∆̂ j)) − γ

従って，この式と π( ˆ̃∆) = π(∆̃) − 3tより

−γ = 2
∑

j

(2π(∆̂ j) − 2) − 2π(∆̃) + 2 + 6t

しかし，2π(∆̃)− 2 = (∆̃ + K) · ∆̃ = (n− 4)Ẽ · ∆̃ = (n− 4)2m　 π(∆)− 1 =
∑

j(π(∆̂ j)− 1)+ 2t

に注意して
（ル）−γ = 4π(∆) − 4 − (2n − 8)m − 2t

従って（リ）（ヌ）に代入して
（オ）c2

1 = n(n − 4)2 − (5n − 24)m + t + 4π(∆) − 4

（ワ）c2 = n(n2 − 4n + 6) − (7n − 24)m − t + 8π(∆) − 8

例 (4.14) エンリケスの曲面
P3 の同次座標を (z0, z1, z2, z3)として，

M : f (z0, z1, z2, z3) = a0(z0z1z2)2 + a1(z1z2z3)2 + a2(z2z3z0)2

+ a3(z3z0z1)2 + z0z1z2z3ψ(z0, z1, z2, z3) = 0

で定義されるとする．（但し ψ：一般の 2次形式）

定義 (4.14.1) 一般の M の非特異モデル S をエンリケス曲面と呼ぶ．

(4.14.2) エンリケス曲面は pa = pg = 0で，有理的でない曲面の最初の例である．
先ず一般の M に対し ∆ = Sing(M)を求めてみる．ai と ψを動かして，1次系 Λ = {M}
を得るが，ベルチニの定理より一般の M は底点以外に特異点を持たない．
∆λν : zλ = zν = 0とおく時，明らかに {M}の底点全体は ⋃

06λ<ν63 ∆λν と一致する．以下
の議論（i）（ii）より一般の M をとる時 ∆ = ⋃

06λ<ν53 ∆λν が示される．適当な座標変換
(z0, . . . z3)→ (c0z0, . . . c3z3)により，

M : f = (z0z1z2)2 + (z1z2z3)2 + (z2z3z0)2 + (z3z0z1)2 + z0z1z2z3ψ = 0

（但し ψ：一般の 2次形式）としてよい．



36 小平邦彦

以下 x = z1
z0
　 y = z2

z0
　 z = z3

z0
とおく．

（i）ti = (0, . . . 1, . . . 0) (1 6 i 6 3)は 3重点である．
例えば t1 = (1, 0, 0, 0)の近傍で，特異点を調べてみる．t1 の近傍で，

M : f = x2y2z2 + y2z2 + z2x2 + x2y2 + xyzψ(1, x, y, z) = 0 (ψ(1, 0, 0, 0) , 0)

α = ψ + xyz (d(t1) , 0)と置き新しい座標系 (ξ, η, ζ) = ( x
α
, y
α
, z
α

)を用いて，

f = αxyz + y2z2 + z2x2 + x2y2 = 0

従ってこの式に α−4 を掛けて，t1 の近傍では

M : ξηζ + η2ζ2 + ζ2ξ2 + ξ2η2 = 0

更に新しい座標系 (X,Y,Z)を (ξ, η, ζ) = ( X
A ,

Y
A ,

Z
A )で定める（但し，A = 1 + X2 + Y2 + Z2 +

XYZ）．この時 (X + YZ)(Y + ZX)(Z + XY) = AXYZ + Y2Z2 + Z2X2 + X2Y2 に注意すれば変
換 (ξ, η, ζ) = ( x

α
, y
α
, z
α

)の時の変化に注意して f (1, x, y, z) = (X + YZ)(Y + ZX)(Z + XY)．こ
の式より明らかに t1 は 3重点である．他の ti についても同様．従って 3重点の数 t = 4.

（ii）∆− {t1, t2, t3, t4}の各点は Mの 2重点である．例えば x軸上の特異点を調べてみる．

℘ = (1, p, 0, 0) (p , 0)の近傍での M の式 f は，

f = x2y2 + (yz + xψ + x2yz)yz + x2z2

= A

y + B +
√

B2 − AC
A

Z

 y + B −
√

B2 − AC
A

Z


（但し A = x2 　 2B = yz + xψ + x2yz　 C = x2 　 ℘の近傍で A , 0である）B2 − AC の値
により次の 2つの場合（イ）（ロ）に分れる．
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（イ）(B2 − AC)(℘) , 0ならば ℘は通常 2重点である．何者，この時
√

B2 − AC は正則
で B+

√
B2−AC
A , B−

√
B2−AC
A

（ロ）(B2 − AC)(℘) = 0 なる ℘ は x 軸上（但し x , 0）に 4 点（q1, q2, q3, q4 とす
る）あり，それらは尖点である．何者，(B2 − AC)(1, x, 0, 0) = x2(ψ(1, x, 0, 0) − x2) で，
ψ(1, x, 0, 0)2 − x2 = 0 は x の 4 次方程式で，零は 4 つ q1, q2, q3, q4 である．新しい座標
(X,Y,Z) = ( B2−AC

A2 , z, y + B
A z)をとると，qi が原点となり，

f = A(Z +
√

XY)(Z −
√

XY) = A(Z2 − XY2) = 0

従って qi は尖点である．而して，各軸で考えて尖点の数 γ = 4 × 6 = 24である．

（iii）以上で次の事が分る．
M は通常特異点のみをもつ．（従って M の非特異モデル S に関して pa, pg, c2

1, c2 等の
計算は (4.6)の公式が使える．）

t = 4 （3重点の個数）
γ = 24 （尖点の個数）
n = 6 （M の次数）
m = 6 （∆の次数）
π(∆λν) = 0 従って，π(∆) − 1 =

∑
λ<ν

(π(∆λν) − 1) + 2t = 2

以上の数値を (4.6)(4.11)に代入して

pa = 0 c2
1 = 0 c2 = 12 pg = 0

q = pg − pa = 0 b1 = 2q = 0 b2 = 10

これらの計算には，直接には γの値が必要でない．蛇足ながら γ = 2(n−4)m+2t−4π(∆)+

4 = 24により γの値を確かめる事ができる．

例 (4.15) M の P3 での方程式を

M : f = Ag2 + 2Bgh +Ch2 = 0但し g，h，A，B，C は各々，次数 r，s，n − 2r，n − r − s，n − 2s
（但し r = s，n = 2r，n = r + s + 1）の一般の同次多項式とする．
従って f の全体の次数は nである．
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∆ = Sing(M)を調べる．(4.14)の場合と同様にベルチニの定理を用いる事により，

∆ : g = h = 0

∆は非特異既約曲線で π(∆) − 1 = 1
2 rs(r + s − 4)．℘ ∈ ∆を考える．g，h，A，C は一般に

とってあるので，℘で，Aと C は同時に 0とならない．今 A(℘) , 0とする．℘の近傍で

M : f = A

g + √B2 − AC
A

h

 g + B −
√

B2 − AC
A

h

 = 0

(4.14)の場合と同様に
（イ）(B2 − AC)(℘) , 0ならば ℘は通常 2重点
（ロ）(B2 − AC)(℘) = 0ならば ℘は尖点

一方
 B2 − AC の次数 2(n − r − s)

∆の次数 m = rs
に注意して

γ = 2rs(n − r − s) t = 0

Mは通常特異点のみを持ち，その非特異モデル S に関して (4.6)(4.11)により pa, c2
1, c2, pq

を求めてみる．

pa =

(
n − 1

3

)
− (n − 4)rs +

1
2

rs(r + s − 4)

c2
1 = n(n − 4)2 − (5n − 24)rs + 2rs(r + s − 4)

c2 = n(n2 − 4n + 6) − (7n − 24)rs + 4rs(r + s − 4)

pg =

(
n − 1 − r

3

)
+

(
n − 1 − s

3

)
−

(
n − r − s − 1

3

)

実際に上の式の計算を行なって pa = pg が分る．

q = pg − pa = 0

蛇足ながら pg の計算を示しておく．（(4.11)を用いる）

pg = dimLn−4(−∆) = dim{ϕ | ϕは n − 4次で∆上ϕ = 0}

この ϕはネーターの定理よりある ξ ∈ Ln−r−4，η ∈ Ln−s−4 が存在して ϕ = ξg + ηhと書け
る．従って次の完全列が存在する

0→ Ln−4−r−s
α→ Ln−r−4 ⊕ Ln−s−4

β
→ Ln−4(−∆)→ 0(

但し α : τ→ (ξ, η) = (hτ,−gτ)
β : (ξ, η)→ ϕ = ξg + ηh

)
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而して dimLn−4(−∆) = dimLn−r−4 + dimLn−s−4 − dimLn−4−r−s あとは dimLn =
(

n+3
3

)
に注

意すればよい．

問題 (4.16) M の式 f が具体的に与えられた場合その非特異モデル S に対し q =

dim H1(S ,O)　 pg = dim H2(S ,O)の公式が (4.6)(4.11)で得られる．
次に Θを，正則ベクトル場の芽の層とする時，dim Hν(S ,Θ)を表わす公式を求めよ．
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II章 一般型代数曲面上の多重標準 1次系

§5. 記号

(5.0) II章を通じて次の記号を用いる．
◦ S：非特異代数曲面
◦ K：S の標準バンドル又は標準因子
◦ x, y, z：S 上の点
◦ C,C1,C2, . . . , θ：S 上の既約曲線
◦ X,Y,D：S 上の因子
◦ m, n, h, i, j, k ∈ Z
◦ D =

∑
niCi と書く時は Ci：既約曲線 ni ∈ Z．

D > 0⇔ ni > 0と約束する．

◦ F：S 上複素直線バンドル
O(F)：S 上 F の正則切断の芽の層
◦ O(F −C) = {ϕ ∈ O(F) | C 上ϕ = 0} � O(F − [C])

◦ O(F − x − y − · · · − z) = {ϕ ∈ O(F) | ϕ(x) = ϕ(y) = · · · = ϕ(z) = 0}
最後の記法を各点に重複度が含まれている場合に拡張する．

適当な開被覆 S =
⋃

j U j をとり，F = { f jk(z)} とする．S の開部分集合 V 上の
O(F) の正則切断 ϕ は，U j ∩ V 上 ϕ : z → (z, ϕ j(z)) であり，正則函数 {ϕ j(z)} が，
U j ∩ Uk ∩ V 上 ϕ j(z) = f jk(z)ϕk(z)を満たすものである．
今 x ∈ S 中心の局所座標を (z1, z2)として，

ϕ j(z) =
∑

m+n=h

amnzn
1zm

2 （或る amn , 0　 m + n = h）

となる時（今 x ∈ U j である）『xは ϕの h次の零である』と言う．
次の定義を行なう．

◦ O(F − hx − ky − · · ·︸         ︷︷         ︸
有限個

) =

ϕ ∈ O(F)

∣∣∣∣∣∣ ϕは x, y, . . . で次数 = h，
= k, . . . の零を持つ


従って


O(F − hx − ky)z = O(F)z (z , x,, y)

O(F)x/O(F − hx − ky)x � C
1
2 h(h+1)

定義 (5.0.1) Cm
x は (Cm

x )z =


Cm (z = x)

0 (z , x)
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なる層を表わす．従って

(5.0.2) O(F)/O(F − hx − ky) � C
1
2 h(h+1)
x ⊕ C

1
2 h(k+1)
y

(5.0.3) D =
∑

niCi > 0とする．各 U j 上では，正則函数 ψ j に対し D = (ψ j)と書ける．
この時 (2.4)より

O(F − D) = {ϕ ∈ O(F) | ϕ j/ψ jが正則 }.

この様な ϕは『Dで割れる』と言う．

定義 (5.0.4) イ）O(F − D − hx − ky − · · · ) = O(F − D)∩ (F − hx − ky − · · · ) = {ϕ ∈ O(F) |
ϕは Dで割れて，x, y, . . . で次数 = h,= k . . . の零をもつ }
ロ）O(F−hx−ky−· · · )C = O(F−hx−ky−· · · )/O(F−C−hx−ky−· · · )はO(F−hx−ky−· · · )
の C への制限である．

定義 (5.0.5) D =
∑

niCi > 0 に対し，ψ ∈ H0(S ,O([D]) を適当に選ぶと（但し ψ , 0），
D = (ψ)と書ける．次の定義をする（ψに依らぬ）．

x ∈ D⇔ ψ(x) = 0

⇔ x ∈
⋃

i

Ci


この時 ψの零点 xの次数を『xに於る Dの重複度』と言う．xが ψの単純零点，重複零
点であるに応じて，xは Dの『単純点』，『重複点』であるに応じて，xは Dの『単純点』，
『重複点』であると言う．次は明らか．

命題 (5.0.6) x ∈ Dが Dの m重点の時，h = mならば，

O(F − D − hx − ky − · · · ) = O(F − D − ky − · · · )

定義 (5.1) |F| = {D = (ϕ) | ϕ ∈ H0(S ,O(F)), ϕ , 0}であったが，xが総の D ∈ |F|に含ま
れる時，xを |F|の底点と呼ぶ．

(5.1.1) xが |F|の底点である．

⇔ 総のϕ ∈ H0(S ,O(F))に対しϕ(x) = 0

§6. 消滅定理

記号 (6.0) h+ = max{h, 0}

定理 (6.1) x, y ∈ C に於る C の重複度を，各 m, nとする．もし FC −C2 −KC > (h−m+

1)+m + (k − n + 1)+nならば H1(C,O(F − hx − ky)C = 0である．
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証明） （イ）C が非特異の場合：m = n = 1である．
O(F−hx−ky)C = OC(FC−hx−ky)．ℜをC上の標準バンドルとすると，セール双対定理よ
り，H1(C,OC(FC−hx−ky) � H0(C,OC(ℜ−FC+[hx]+[ky]))．f = ℜ−FC+[hx]+[ky]と置く
と，ℜに (3.9)を通用して f = KC+[C]C−FC+[hx]+[ky]　従って c(f) = KC+C2−FC+h+k．
一方 h + k = (h − m + 1)+m + (k − n + 1)+n（仮定）故 c(f) < 0．而して H0(C,OC(f)) = 0故
に H1(C,O(F − hx − ky)C) = 0

（ロ）一般の場合：µ : C̃ → C を特異点除去とし，µ−1(x) = {℘1, . . . ℘λ, . . . ℘r}とする．中
心 ℘λ の C̃ の局所座標 tλ を次の様にする（(1.2)）．

µ : tλ → (Pλ(tλ), tmλ

λ )（但し Pλ(tλ) ∈ tmλ

λ C{tλ}）

R(w, z) =
∏r

λ=1 Rλ(w, z)，σλ = t−Cλ

λ (aλ0 + aλ1 tλ + · · · )（但し aλ0 , 0），導手 C =∑
特異点

∑
λ cλ℘λ 等の記法は (1.2)(1.3.1) に依る．ϑx =

∑r
λ=1(h − m + 1)+mλ℘λ と置く．

m =
∑r
λ=1 mλ に注意して，degϑy = (h − m + 1)+m．y について同様に ϑy を作ると，

degϑy = (k − n + 1)+n．f′ = µ∗F − f − ϑx − ϑy と置くと，次の (6.1.1)より次の完全列が存
在する．

→ H1(C̃,O(f′))→ H1(C,O(F − hx − ky)C)→ 0

一方，ℜを C̃ 上標準バンドルとする時，セール双対定理より H1(C̃,O(f′)) � H0(C̃,O(ℜ−
f′))，(3.9)よりℜ = µ∗[C]+µ∗K−[C]．従って c(ℜ−f′) = C2+K ·C−F ·C+degϑx+degϑy =

−(FC −C2 − KC) + (h − m + 1)+m + (k − n + 1)+n < 0（仮定）．故に，H0(C̃,O(ℜ− f′)) =
H1(C̃,O(f′)) = 0上の完全列より H1(C,O(F − hx − ky)C) = 0． （終）

補題 (6.1.1) C 上次の完全列が存在する．

(∗) 0→ µ∗(O(µ∗F − C − ϑx − ϑy))→ O(F − hx − ky)→M′′ → 0

但しM′′2 =


有限次元ベクトル空間 （z ∈ C が特異点の時）

0 （z ∈ C が単純点の時）

証明） 自然な準同型 τ : µ∗(O(µ∗F − C − ϑx − ϑy)) → O(F − hx − ky)C の存在を見て，

M′′ = Coker(τ)と定義するのであるが，


µ(℘) , x, y ならば O(µ∗F − C − ϑx − ϑy)℘

= O(µ∗F − C)℘

z , x, y ならば O(F − hx − ky)z = O(F)z

で
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ある故 x, y を含まぬ開部分集合上での準同型 τ とそれによる z(, x, y) での (∗) の完全性
は，次の完全列 (∗∗)（(1.14)）に依って示される（実際M′′z =Mz となりM′′ に関する条
件も z(, x, y)では満足される）．

(∗∗) 0→ µ∗(O(µ∗F − C))→ O(F)C →M→ 0

あとは，上の x, y以外で得られた τが自然に全体の準同型に延長される事を見るのだが，
先ず xについて (∗∗)より次の完全列 (∗∗)′ を得る．

(∗∗)′ 0→
r⊕

λ=1

O(−C)℘λ
µ
→ (OC)x →Mx → 0

一方
⊕r

λ=1 O(−C − ϑx)℘λ ⊂
⊕r

λ=1 O(−C)℘λ，(O(−hx)C)x ⊂ (OC)x であるので，次の (∗∗)を
示せば証明が終わる．

(∗ ∗ ∗) µ

 r⊕
λ=1

O(−C − ϑx)℘x

 j (O(−hx)C)x

何者 (∗ ∗ ∗)が示されると（yでも同様な事が成立するのに注意し）上に得た x, y以外での
τ が µ により全体に自然に拡張され，M′′x = Coker(

⊕r
λ=1 O(C − ϑx)℘λ → (O(−hx)C)x) 故

dimMx < ∞と ϑx の形に注意すれば dimM′′x < ∞も分り次の完全列 (∗)′ が成立するから
である．

(∗)′ 0→
r⊕

λ=1

O(−C − ϑx)℘λ
µ
→ (O(−hx)C)x →M′′x → 0

偖，(∗ ∗ ∗) を示そう．OC̃,℘λ = C{tλ}，OC̃(C)℘λ = tCλ

λ C{tλ}，Ox = C{w, z} であった．制
限 Ox → (OC)x による f ∈ Ox の像を fC と書く．ξ =

∑r
λ=1 ξλ(tλ) ∈

⊕r
λ=1 O(−C)℘λ

(ξλ(tλ) ∈ tCλ

λ C{tλ})が与えられた時，µ∗ξ = fC なる f ∈ Ox は (1.5.5)により次の形で（その
形では一意的）与えられる．

f =
∑m−1

j=0 f j(z)wm−1− j ( f j(z) =
∑+∞

n=0 f jnzn)
而も f jnは次の公式で与えられる
f jn =

1
2π
√
−1

∑r
λ=1

∮
ξλ(tλ)B j(Pλ(tλ), tmλ

λ )t−(n+1)mλ

λ σλdtλ

さて (∗ ∗ ∗)の為には，

ξ ∈
r⊕

λ=1

O(C − ϑx)℘λ ⇒ f ∈ O(−hx)x

即ち ξλ(tλ) ≡ 0(tcλ+dλ
λ ) ⇒ f jn = 0(m − 1 − j + n 5 h − 1)（但し dλ = (h − m + 1)+mλ

従って ϑx =
∑

dλ℘λ）を示せばよい．今 ξλ(tλ) ≡ 0(tcλ+dλ
λ ) (1 5 λ 5 r) と仮定しよう．

B j(w, z) = w j + A1(z)w j−1 + · · · + A j(z)，Ak(z) ∈ zkC{z}故 B j(Pλ(tλ), tmλ

λ ) ≡ 0(t jmλ

λ )．従って，



44 小平邦彦

ξλ(tλ)B j(Pλ(tλ), tmλ

λ )t−(n+1)m
λ 　 σλ ≡ 0(tdλ+ jmλ−(n+1)mλ

λ )．一方 m − 1 − j + n 5 h − 1の時 dλ の
定義に注意して，

dλ + jmλ − (n + 1)mλ = (h − m + 1)mλ + jmλ − (n + 1)mλ

= {h − 1 − (m − 1 − j + n)}mλ = 0

従ってその様な j, nに対し， f jn を与える式に戻って f jn = 0．

(6.2) 直線バンドル F に対し dim H0(S ,O(F)) = n + 1 = 2 とする（この時 n = dim |F|
と書く）．F に付随した有理写像 ΦF : S → Pn を定義しよう．先ず H0(S ,O(F)) の底
{ϕ0, . . . ϕλ, . . . ϕn} をとる．有限開被覆 S =

⋃
j U j を適当に選んで F = { f jk(z)} とする時，

U j 上の正則函数 ϕλ j で，U j ∩Uk 上 ϕλ j(z) = f jk(z)ϕλk(z) ( f jk(z) , 0)なるものが存在して，
ϕλ(z) = {ϕλ j(z)}と考えてよい．従って z ∈ U j ∩ Uk に対し，Pn の点の同次座標として，

(ϕ0 j(z), . . . ϕλ j(z), . . . ϕn j(z)) = (ϕ0k(z), . . . ϕλk(z), . . . ϕnk(z)).

従って有理写像 ΦF : S → Pn を次で与える事にする．

ΦF : z→ ΦF(z) = (ϕ0(z), . . . , ϕλ(z), . . . ϕn(z))

これは Pn の座標の射影変換を無視すれば F により一意的に定まる．

(6.2.1) z ∈ S が |F|の底点

⇔ ϕ0(z) = ϕ1(z) = · · · = ϕn(z) = 0 （即ち ΦF(z)が不定）

(6.2.2) |F|が底点を持たぬ⇒ ΦF は正則写像．

定理 (6.3) F2 > 0で或る整数 m > 0について，|mF|が底点を持たないならば，

H1(S ,O(K + F)) = 0

証明） 仮定より ΦmF は正則写像である．{ϕ0, ϕ1, . . . ϕn}を H0(S ,O(mF))の底とする．先
ず（イ）ΦmF(S )が曲面である事を示そう．今 ΦmF(S ) ⊂ Pn が曲線であると仮定する．L

を一般の位置にある Pn の超平面とし L ∩ ΦmF(S ) =
⋃

k=1 ℘k とする．℘k で L と ΦmF(S )

は正規交叉している．Lの方程式を
∑n

i=0 aiζi = 0（但し (ζ0, . . . ζn)は Pn の同次座標）とす
る．ϕ =

∑n
λ=0 aλϕλ，D = (ϕ)と置くと

Φ−1
mF

 m⋃
k=1

℘k

 = {z ∈ S | ϕ(z) = 0} = D
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Ck = Φ
−1
mF(℘k) とすると D =

⋃m
k=1 Ck である．ϕ ∈ H0(S ,O(mF)) 故 D ∈ |mF|．同様に

一般の位置にある別の超平面 L′ :
∑n
λ=0 a′λζλ = 0 をとり（但し L′ ∩ L ∩ ΦmF(S ) = Φ），

ϕ′ =
∑n
λ=0 a′λϕλ 　 D′ = (ϕ′) と置くと D′ = Φ−1

mF(∪℘′k)（但し L′ ∩ ΦmF(S ) =
⋃m

k=1 ℘
′
k）

であり D′ ∩ D = φ が成立する．勿論 D′ ∈ |mF|．従って m2F2 = (mF)2 = D · D′ = 0

これは F2 > 0 に反する．而して ΦmF(S ) は曲面である（何者 dimΦmF(S ) > 0 は直ぐ分
る）．次に（ロ）H′(S ,O(K + F)) � H2.1(F)故 H2.1(F) = 0を示せば，証明が終わる（但し
H2.1(F)は F-係数の (2.1)型調和型式の空間を表わす）．S =

⋃
j U j を十分細かい被覆とし

F = { f jk(z)}とする．任意の u ∈ H2.1(F)は U j 上 u = u j =
∑2
α=1 u j12ᾱdz1 ∧ dz2 ∧ dz̄α と書

け U j ∩ Uk 上 U j = f jkuk を満たす．定義より �u = 0．以下 u = 0 を示せば証明が終る．
偖，ϕλ(z) = {ϕλ j(z)} (0 5 λ 5 n)とすると U j ∩Uk 上 ϕλ j(z) = f m

jk · ϕ jk(z)が成立する．次の
定義をする．

(6.3.1) a j(z) = (
∑ | ϕλ j(z)|2)

1
n > 0（U j 上）

(6.3.2) γ =
√
−1

2π ∂∂̄ log a j(z)（各 U j 上）
この時 γ は S 上定義された実解析的 (1.1) 型式である（何者，U j ∩ Uk 上 a j(z) =

| f jk(z)|2ak(z)である事に注意すれば，U j ∩ Uk 上 ∂∂̄ log a j = ∂∂̄ log ak）．γを次の様に書く

(6.3.3) γ =
√
−1

2π
∑2
α,β=1 γαβ̄dzα ∧ dz̄β

S 上の任意のケーラー計量
∑2
α,β=1 gαβ̄dzαdz̄β を考えて，γλν̄ =

∑2
α=1

∑2
β=1 gλβ̄gαν̄γβ̄α に

よって γβ̄α を定義する．この時次が成立する（小平 [4]）．

(∗)
∫

S

2∑
α,β=1

γβ̄α
1
a j

u j12ᾱu j12β̄dz1 ∧ dz2 ∧ dz̄1 ∧ dz̄2 5 0

偖，Pn =
⋃n
λ=0Uλ (Uλ = {ζ ∈ Pn | ζλ , 0})とし，Aλ =

∑n
ν=0 |ζν |
|ζλ |2 = 1 +

∑
ν,λ | ζνζλ |

2 と置く時，
ω =

√
−1

2π ∂∂̄ log Aλ は Pn のケーラー型式である．ΦmF : S → ΦmF(S ) ⊂ Pn は正則写像で
あった．定義より，am

j = Φ
∗
mF(Aλ)　従って mγ = Φ∗mF(ω)．ωは正定値　故 γは半正定値

である．一方 ΦmF(S )は曲面故，ある S の解析部分空間 N $ S が存在して，γ は S − N

では正定値，ΦmF は S − N 上局所双正則となる．しかし (∗) より
∫

S−N

∑
γuūdz · · · 5 0．

S − N 上 γ > 0 に注意して S − N 上 u = 0．しかし �u = 0 より u は C∞．従って S 上
u = 0となる．

注意 (6.3.1) Mumford [6]に（1）定理の標数 0に対する代数的証明（2）標数 p , 0の反
例がある．
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§7. 組成列

仮定 (7.0) 以下最後まで S を次のものとする．S：極小非特異一般型代数曲面

即ち


イ）S は第 1種例外曲線を含まぬ
ロ）P2 = dim |2K| + 1 > 0
ハ）c2

1 = K2 > 0

記号 (7.1) ξ =
∑

riCi (ri ∈ Q)を『準因子』と呼ぶ．準因子 ξ =
∑

riCi 　 η =
∑

s jC j に
対し次の定義をする．

ξ · η =
∑∑

risiCi · i j

以下 ∼は有理係数のホモロジーを表わす．

補題 (7.2) 準因子 ζ =
∑

riCi に対し，

ζ / 0 且 K · ζ = 0⇒ ζ2 < 0

証明） ド・ラームの定理より H2(S ,R) � Z2/dA1．（但し Z2 = {ϕ | ϕ : 2 型式で dϕ = 0}
A1 = {η | η : 1型式 }）
ϕ, ψ ∈ Z2 に対し (ϕ, ψ) =

∫
S ϕ ∧ ψと定義すると，これは Z2/dA1 上の対称双 1次形式で

ある（何者 (ϕ, dη) =
∫

S ϕ ∧ dη =
∫

S d(ϕ ∧ ψ) = 0）．Z2/dA1 の底 {β1, . . . βi, . . . βb}（但し b

は S の 2次元ベッチ数）を適当にとると

((βi, βk)) =



+1 0
. . .

+1
−1

. . .

0 −1


となるが，ホッヂの指数定理より +1 の個数は 2pg + 1 である．pg は 1 次独立な正
則 2 型式の数であるが，それら ψ1, . . . ψpg を

∫
S ψi ∧ ψ̄k = δik となる様にとる．この時

ωi =
1√
2
(ψi + ψ̄i) 　 ωpg+i =

1√
−2

(ψi − ψ̄i) (1 5 i 5 pg) と置くと (ωi, ωk) = δik となり
ω1, . . . ω2pg は 1次独立である．新たに β1, . . . βb−2pg をとって Z2/dA1 の底を次の様に完成
する． 

Z2/dA1 = {ω1, . . . ω2pg } ⊕ {β1, . . . βb−2pg }

((βi, βk)) =


+1
−1

. . .

−1
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一般に Xを因子とする時，そのチャーン類 c([X])に対応して 2型式 ξ ∈ Z2 がとれた（ド・
ラームの定理）．同様に因子 Y に対し η ∈ Z2 をとる．X · Y =

∫
S ξ ∧ η，2 型式 ψ に対し

−
∫

X ψ =
∫

S ξ∧ψであった．従って
∫

S ξ∧ωi = 0（何者
∫

X ψi = 0）に注意して，K に対応し
て βをとる時 K2 > 0より β2 > 0を得る事から，上の選択に於て β1 = βとできる．さて
仮定より K · ζ = 0だから ζ ∼ ∑

i=2 aiβi．ζ / 0故ある a j , 0．従って ζ2 =
∑

i=2 a2
i β

2
i < 0

（何者，β2
i < 0 (i = 2)）．

注意 (7.2.1) Zariski [9]に (7.2)の代数的証明がある．

注意 (7.2.2) ζ =
∑

riCi > 0（即ち ri > 0）ならば ζ / 0．

補題 (7.3) 既約曲線 C に対し KC = 0である．特に

KC = 0⇔
イ）C が非特異有理曲線即ち π(C) = 0
ロ）C2 = −2

証明） dim |2K| = P2 − 1 = 0故 |2K| ∋ ∃D = 0が存在する．D = kc +
∑ℓ

i=1 kiCi (k, ki = 0

C , Ci)と書く．従って 2K ·C = D ·C = kC2+
∑ℓ

i=1 kiC ·Ci．k, ki = 0，C ·Ci = 0である故，
もし KC < 0とすると k > 0，C2 < 0となり，而して公式 2π(C)−2 = KC +C2 に注意する
と，KC = C2 = −1　 π(C) = 0でなければならぬ．即ち C は第 1種例外曲線となり仮定
(7.0)に反する．故に KC = 0．後半，(⇒)KC = 0とする．C / 0（何者，C ⊂ S ↪→ Pnで考
えて，Pnの超平面 Lに対し，C ·L > 0である）に注意して，2π(C)−2 = KC+C2 = C2 < 0．
即ち，π(C) = 0且 C2 = −2(⇐)2π(C) − 2 = KC +C2 より．

注意 (7.3.1) Mumford [5]

注意 (7.4) K · C = 0 とすると，K の C への制限 KC は自明な直線バンドルである．故
に mKC も自明である．従って ϕ ∈ H0(S ,O(mK))は C 上では一定で，ΦmK(C)は一点にな
る．この様な曲線は不都合であるので，次にそれについて調べてみる．

定理 (7.5) KC = 0なる既約曲線 C の数は b2 より少ない．（b2 は S の 2次元ベッチ数）

証明） KCi = 0 (i = 1, 2, . . . ℓ)とする（但し，i , k に対し Ci , Ck）．Ci がホモロジーの
意味で独立である事を示せばよい．実際 ∑ℓ

i=1 riCi ∼ 0とする（但し ri ∈ Q　 r1, . . . rp = 0

rp+1, . . . rℓ 5 0）．D =
∑p

i=1 riCiとおくと，D ∼ ∑ℓ
j=p+1(−r j)C j =

∑ℓ
j=p+1 |r j|C j．今 K ·D = 0

であるので (7.2)より，D2 5 0　一方 D2 =
∑

riCi ·
∑ |r j|C j =

∑
15i5p

pH5 j5ℓ
ri|r j| ·Ci ·C j = 0．而

して，D2 = 0．故に再び (7.2)より D ∼ 0．従って S ⊂ Pn とし，Lを Pn の超平面とする
と，0 = D · L = ∑

riL ·Ci．ところが L ·Ci > 0故 ri = 0同様に r j = 0．
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注意 (7.5.1) (7.5) に於る C を C1, . . .Cℓ とすると，K /
∑

riCi 即ち K は {Ci} とホモロ
ジーの意味で独立である．何者，K ∼ ∑

riCi とすると，K2 =
∑

ri(Ci · K) = 0 　これは
K2 > 0に反する．

記号 (7.6) KC = 0なる C を E1, E2, . . . Eb (b < b2)とす
る．E = E1+E2+· · ·+Ebと置く．E = E1+· · ·+Eλ+· · ·+Eρ
を Eの，連結成分への分解とする．

仮定 (7.7) 以降 e は dim |eK| = 0 なる正整数とする．D ∈ |eK| をとり，D = C1 + C2 +

· · ·+Ci + · · ·+Cn（Ci：既約曲線．しかし Ci , Ck (i , k)は仮定しない）と書く．順序を除
けば {Ci}は一意的に定まるが，順序を考えに入れて D = C1 + · · · +Ci + · · · +Cn =

∑n
i=1 Ci

を Dの『組成列』と呼ぶ．Di = C1 + · · · +Ci と置く．(α) K ·C1 = 1 Di−1 ·Ci = 1 (i = 2, 3, . . . n)
(β) K ·C1 = 1 Di−1 ·Ci = 0 K ·Ci + Di−1 ·Ci = 1 (i = 1, 2, . . . n)

なる条件を考える．(α)又は (β)を満たす組成列がとれるかどうかを調べる（(7.9)，(7.12)）．
(α)⇒ (β)は明らか（(7.3)）．以下 (7.10)まで X,Y により因子を表わす．

補題 (7.8) D = X + Y 　 X > 0　 Y > 0⇒ X · Y = 1

証明） r = K·X
K2 　 ξ = X − rK，s = K·Y

K2 　 η = Y − sK と置くと，X = rK + ξ

K · ξ = 0，Y = sK + η 　 K · η = 0 と書ける．ここで ξ, η は準因子であり，K · X = 0，
K · Y = 0故 r, s = 0である．D ∈ |eK|故勿論 D ∼ eK で，D = X + Y = (r + s)K + ξ + η．
故に eK2 = K · D = (r + s)K2 従って e = r + s 而して ξ + η ∼ 0 である．従って
X · Y = rsK2 + ξη = rsK2 − ξ2．しかし (7.2)より ξ2 5 0．r, s = 0に注意して X · Y = 0を
得る．もし X · Y = 0とすると，ξ2 = 0且 rs = 0．従って ξ ∼ 0同様に η ∼ 0（(7.2)）．即
ち X ∼ rK，Y ∼ sK．しかし rs = 0より X ∼ 0又は Y ∼ 0を得る．これは，X > 0，Y > 0

に反する（(7.2.2)）．而して X · Y > 0．

補題 (7.9) 条件 (α)を満たす Dの組成列

D =
n∑

i=1

Ciが存在する．

証明） D ∈ |eK| 故 K · D = eK2 = e > 0．D =
∑n

i=1 θi（θi：既約曲線）と書くと，
K · D =

∑n
i=1 K · θi > 0 故少くとも 1 つの K · θi > 0．C1 = θi と置くと K · C1 = 1．
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D = C1 + Y と書くと Y = 0 だが，Y = 0 なら証明は終わりで，Y > 0 とすると (7.8) よ
り C1 · Y = 1．従って Y =

∑
j,i θ j に対し，C1 · θ j > 0 なる θ j がある．C2 = θ j と置くと

C1 ·C2 = D1 ·C2 = 1．あと帰納法を用いる．C1 = θν1，C2 = θν2，. . .Ci−1 = θνi−1 を

D j−1C j = 1 ( j = 2, 3, . . . i − 1) （但し D j−1 = C1 +C2 + · · · +C j−1）

なる如く定めたとする．D = Di−1 + Y ′ と書く時，Y = 0 なら証明終わり，Y > 0 なら，
(7.8) より Di−1 · Y = 1 　従って Di−1 · θλ = 1 なる θλ < Y がある．Ci = θλ とおくと，
Di−1 ·Ci = 1．帰納法終．

注意 (7.9.1) 上の証明より，(α)を満たす D =
∑n

i=1 Ci を求める時，θ < Dで K · θ = 1な
る θが与えられた時，C1 = θとしてよい．

補題 (7.10) K · Ep = K · Eq = Ep · Eq = 0 とする（(7.6)）．D ∈ |eK| に対しもし D =

X + Y + Ep + Eq 　 X > 0　 Y > 0　 K · X > 0，K · Y > 0と書けるならば X · Y = 0で
ある．

証明） r = K·X
K2 　 r1 =

Ep·X
E2

p
= − Ep·X

2 　 r2 =
Eq·X
E2

q
= − Eq·X

2 　 ξ = X − rK − r1Ep − r2Eq

と置く（(7.3) より E2
p = E2

q = −2）．この時仮定を用いて K · ξ = Ep · ξ = Eq · ξ = 0．
同様に s = K·Y

K2 　 s1 = − Ep·Y
2 　 s2 = − Eq·Y

2 　 η = Y − sK − s1Ep − s2Eq と置くと，
K · η = Ep · η = Eq · η = 0が成立する．
一方 r+s = e　 r1+s1+1 = r2+s2+1 = 0（これらは，K ·(X+Y) = K ·D−K ·Ep−KEq = eK2

Ep · (X + Y) = Ep · D − E2
p − Ep · Eq = 2 Eq · (X + Y) = 2より明らか）．従って

D = X + Y + Ep + Eq = (r + s)K + (r1 + s1 + 1)Ep + (r2 + s2 + 1)Eq + ξ + η

= eK + ξ + η 故にξ + η ∼ 0.

偖，X · Y = rsK2 + r1s1E2
p + r2s2E2

q + ξ · ηであるが，rK2 = sK2 = K · X = 1故 rsK2 = r, s

に注意して，rsK2 = 1
2 (r+ s) = e

2，又，r1s1E2
p = −2r1s1 = 2s1(s1 +1) = 2(s1 +

1
2 )2 − 1

2 = −
1
2

同様に r2s2E2
q =

1
2，最後に ξ · η = −ξ2 = 0（何者，ξ + η ∼ 0，一方 K · ξ = 0故，(7.2)より

ξ2 5 0）．従って

X · Y = e
2
− 1

2
− 1

2
− ξ2 =

e
2
− 1 > −1 即ち X · y = 0.

注意 (7.11) E = E1 + · · · + Eλ + · · · + Eρ（記号 (7.6)）に於て D ∈ |eK|が Eλ と交われば
Eλ < D である．何者，Eλ =

∑
Ei（従って K · Ei = 0 π(Ei) = 0 　 E2

i = −2）と書く時，
D ∼ eK 故 D · Ei = eK · Ei = 0．しかし D > 0であるので，Ei < Dでなければならぬ．一
方 Eλ は連結であるので，Eλ < Dとなる．
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補題 (7.12) Dが Eλ,Eν (λ , ν)と交わる時（これは (7.11)より Eλ < D，Eν < Dと同値）
(β)を満たす組成列 D =

∑n
i=1 Ci，Cn < Eν 　 Cn−1 < Eλ なるものが存在する．

証明） Ep < Eλ 　 Eq < Eν をとる．K · D = eK2 > 0に注意し，K · θ > 0　 θ < Dをとっ
て C1 = θと置く．従って K ·C1 = 1．次に，Dの成分 C1,C2, . . .Ci (i = 2)を(Pi) : D = C1 +C2 + · · · + · · · +C j−1 +C j + · · · +Ci−1 + Xi + Ep + Eq, Xi = 0

(βi) : D j−1 ·C j = 0 K ·C j + D j−1 ·C j = 1 (1 5 j 5 i − 1)

なる如く選んだとする（但し D j−1 = C1 + · · · +C j−1）．i = 2なら上の条件は K ·C1 = 1で
ある．一般に K · Xi = 0（(7.3)）であるが，或 i0 = iが存在して (Pi0 )，(βi0 )，K · Xi0 = 0

が成立する事を示そう．実際 K · Xi > 0 とすると，D = Di−1 + Xi + Ep + Eq と書いて
K · Di−1 = K · C1 = 1（(7.3)）．従って (7.10)より Di−1 · Xi = 0．次の 2つの場合が考えら
れる． （イ） Di−1 ·C > 0なる C < X がある．

（ロ） Di−1 ·C = 0が総の C < Xiについて成立する．

（イ）の場合，Ci = C Xi+1 = Xi −C と置くと，Di−1 ·Ci = 1．（ロ）の場合，先ず K · X > 0

より K · C > 0 なる C < Xi が存在するので，Ci = C と置く．この時，（ロ）の仮定よ
り Di−1 · Ci = 0 　 K · Ci + Di−1 · Ci = 1．何れの場合にせよ，K · Xi > 0 の時，(Pi+1)，
(βi+1)，K · Xi+1 = 0が成立する様にできる．明らかに K · Xi = K · Xi+1 (= 0)．この過程は
K · Xi0 = 0となる迄続けられる故，或 i0 = i (= 2)が存在して，

(Pi0 )　 D = C1 + · · · +Ci0 + Xi0 + Ep + Eq, Xi0 = 0
(βi0 )　 D j−1 ·C j = 0 K ·C j + D j−1 ·C j = 1 (1 5 j 5 i0)
K · Xi0 = 0

とできる．偖，(7.8)を用いて，(7.9)の証明と同様にして，Xi0 +Ep+Eqの成分Ci0+1, . . .Cn

を次の様に並べる．D = C1 + · · · +Ci0 +Ci0+1 + · · · +Cℓ + · · · +Ch + · · · +Cn (Cℓ = Ep　 Ch = Eq)
(α) : D j−1 ·C j = (C1 + · · · +C j−1) ·C j = 1 (2 5 j 5 n)

あとは，必要なら上の Dを並べ変え，番号を付け直して，

D j−1 ·C j = 1 (2 5 j 5 n) Cn−1 < Eλ Cn < Eν

とできる事を見れば良い．先ず，若し Ci · Ci+1 = 0 (i > i0) ならば，Ci と Ci+1 を入れ換
えても条件 (α)が変らない事に注意する．何者，(αi) : (C1 + · · · + Ci−1) · Ci = 1と置く時
Ci · Ci+1 = 0及び (αi)より (C1 + · · · + Ci−1 + Ci+1) · Ci = 1，Ci · Ci+1 = 0及び (αi+1)より
(C1 + · · · +Ci−1) ·Ci+1 = 1，(αi+2)より (C1 + · · · +Ci−1 +Ci+1 +Ci) ·Ci+2 = 1．従って上の
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組成列 D =
∑

Ci に於て，Ci ·Ci+1 = 0 (i > i0)の時，Ci と Ci+1 を入れ換え，番号を付け直
しても (α)が成立する．従って必要なら Ci0 以後を入れ換え，番号をつけ直して，

D = C1 + · · · +Ci0 +Ci0+1 + · · · + Ep + · · · +Cs+︸                    ︷︷                    ︸
Êλ

· · · + Eq + · · · +Cn︸                  ︷︷                  ︸
Êλ

（Dに於ては，上の番号以外 Eλ,Eν の成分はなし）

とできる．更に，再び上の注意を用いて，Cs を Cn の前の位置迄持ってきて，Cs = Cn−1

と番号を付け換えれば良い．

補題 (7.13) D ∈ |eK|と交わる Eλ を与えた時，組成列 D =
∑n

i=1 Ci で Cn < Eλ 且 (β)を
満たすものが存在する．

証明） (7.12)と同様．

§8. 結論

記号 (8.0) dim |eK| = 0なる正整数 eを 1つとって固定してあった（(7.7)）．D ∈ |eK|を
とり，組成列 D =

∑n
i=1 Ci とする時，適宜 m > eを 1つとって固定し次の様に置く（以後

終わり迄，この記法に従う）．

Fi = mK − [Zi] （但し Zi = Ci + · · · +Cn）

注意：Di = Ci + · · · +Ci であった（(7.7)）．

(8.1) Fi+1 ·Ci −C2
i − K ·Ci = (m − e − 1)K ·Ci + Di−1 ·Ci

証明） Fi+1−[Ci]−K = (m−1)K−[Ci+Zi+1] ∼ (m−1−e)K+[D−Zi] = (m−1−e)K+[Di−1]

より明らか．

(8.2) 整数 h, k = 0 を任意にとる．x, y ∈ D（但し D ∈
|eK|）に対し， x ∈ Dの重複度 = h

y ∈ Dの重複度 = k

の時，Ξi = O(mK − Zi − hx − ky)と置く（以後，Ξi に関しては，適宜決められた h, k, x, y

に対し，上述の性質が満たされているとする）．特に，

Ξ1 = O(mK − D − hx − ky) = O(mK − D) � O((m − e)K)

(8.2.1) Ξ1 ⊂ Ξ2 ⊂ · · · ⊂ Ξi ⊂ · · · ⊂ Ξn+1（但し Ξn+1 = O(mK − hx − ky)と置く）
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仮定 (8.3) 上述の h, kに対し整数 hi, ki = 0は次のものとする．

Ξi+1/Ξi � O(Fi+1 − hix − kiy)Ci

(8.3.1) h = k = 1，x, y ∈ Ci，x, y < Zi+1 の時 hi = ki = 1．
何者，この時 Ξi+1 = O(mK −Zi+1 − x− y) � O(Fi+1 − x− y)

Ξi = O(mK − Zi+1 −Ci) � O(Fi+1 −Ci − x − y)

Ξi+1/Ξi = O(Fi+1 − x − y)/O(Fi+1 − x − y −Ci)
= O(Fi+1 − x − y)Ci

補題 (8.4) (m−e−1)K ·Ci+Di−1 ·Ci >
1
4 (hi+1)2+ 1

4 (ki+1)2ならば dim H1(S ,O((m−e)K)) =

dim H1(S ,Ξi) (z 5 i 5 n + 1)

証明）α = 0に対し 1
4 (hi+1)2 > (hi−α+1)+α（何者，hi−α+1 < 0なら明らか．hi−α+1 = 0

の時，(hi−α+1)+α = −(α− hi+1
2 )2+ 1

4 (hi+1)2 5 1
4 (hi+1)2故）．kiについても同様な式が成

立する．この事と，仮定及び (8.1)に注意して，(6.1)より H1(Ci,O(Fi+1 − hix− kiy)Ci ) = 0

を得る．従って完全列

0→ Ξi → Ξi+1 → O(Fi+1 − hix − kiy)Ci → 0

より次の完全列を得る．

· · · → H1(S ,Ξi)→ H1(S ,Ξi+1)→ 0

従って dim H1(S ,Ξi) = dim H1(S ,Ξi+1)．一方 Ξ1 = O((m − e)K)であった（(8.2)）．

補題 (8.5) （Zariski [9]）或 m0 が存在して，m = m0 に対し dim H1(S ,O((m − e)K)) =

dim H1(S ,O(mK))

証明） D ∈ |eK|　 D =
∑n

i=1 Ci を (α)なる如くとる（(7.7)，(7.9)）．m = e + 2とすると
m − e − 1 = 1故 (7.3)及び，(α)の条件より (m − e − 1)K · Ci + Di−1 · Ci = 1が成立する．
h = k = 0とし，Ξi = O(mK − Zi)と置くと，hi = ki = 0（x, y ∈ Dは任意で良い）．従って
(8.4)の条件が満たされ dim H1(S ,O((m − e)K)) = dim H1(S ,O(mK))．後者の式を f (m)と
置くと，f (m) = f (m+ e) = f (m+ 2e) = · · · = f (m+ ke) = · · · しかし f (m)は正整数　故あ
る ℓ0 が存在して ℓ = ℓ0 に対し f (m + ℓe) = 一定．従って問題の m0 は存在する．

定理 (8.6) Pe = 2，eK2 = 2，m = e + 2，m = m0 の時
（イ）任意の x ∈ S に対し次の完全列が存在する．

0→ H0(S ,O(mK − x))→ H0(S ,O(mK))→ C→ 0
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（ロ）|mK|は底点を持たず ΦmK は正則写像となる．

証明） 先ず任意の x ∈ S に対し次の完全列が存在する（(5.0.1)）．

0→ O(mK − x)→ O(mK)→ Cx → 0

従って次の完全列を得る．

(∗) 0→ H0(S ,O(mK − x))→ H0(S ,O(mK))
τ→ C

→ H1(S ,O(mK − x))
λ→ H1(S ,O(mK))→ 0

（但し ϕ ∈ H0(S ,O(mK))に対し τ : ϕ→ ϕ(x)）

（イ）を示せば τが全射となり（ロ）は明らか．あと（イ）即ち τが全射である事を示そ
う．dim |eK| = 1故，x ∈ Dなる D ∈ |eK|がある．

I）x < E II）x ∈ Eに分ける．
I）x < Eの時：(7.9)より組成列 D =

∑n
i=1 Ci を

(α) KC1 = 1 Di−1 ·Ci = 1 (i = 2)

なる如くとるのだが，若し Dの成分 θで，x < θ且 K · θ = 1なるものがあれば，C1 = θと
とって，上の組成列を構成する（(7.9.1)）．扨，上に決めた D = C1+ · · ·+Cℓ+Cℓ+1+ · · ·+Cn

に於て x ∈ Cℓ 　 x < Cℓ+1 + · · · + Cn とする．この時 K · Cℓ = 1 + δℓ1 が成立する（何者，
Cℓ ≮ E故 K · Cℓ = 1．一方 ℓ = 1の時 x ∈ C1 　 x < C2 + · · · + Cn 故上述の組成列のとり
方より K ·Ci = 0 (2 5 i 5 n)而して K ·C1 = K · D = eK2 = 2）．次に (8.2)に於て，h = 1

k = 0とし Ξi = O(mK − Zi − x)と置くと，次が成立する．

(∗∗) Ξi+1/Ξi � O(Fi+1 − δiℓx)Ci (1 5 i 5 n)

これは，（い）i 5 ℓ−1の時 Ξi+1 � O(Fi+1)　 Ξi � O(Fi+1−Ci)故 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1)Ci，（ろ）
i = ℓの時 Ξℓ+1 � O(Fi+1−x)　 Ξℓ � (Fℓ+1−x−Cℓ)故 Ξℓ+1/Ξ � O(Fℓ+1−x)Cℓ

．（は）i = ℓ+1

の時 Ξi+1 � O(Fi+1 − x) 　 Ξi � O(Fi+1 − x − Ci) 故 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1 − x)Ci = O(Fi+1)Ci

等より明らかである．扨，(∗∗) より hi = δiℓ 　 ki = 0 を得る．m − e − 1 = 1（仮定），
K ·Cℓ = 1 + δℓ1，(α)に注意して

(m − e − 1)K ·Ci + Di−1 ·Ci = 1 + δiℓ >
1
4

(1 + δiℓ)2 +
1
4

従って (8.4) より dim H1(S ,O((m − e)K)) = dim H1(S ,Ξn+1)．しかし m = m0 故
dim H1(S ,O((m − e)K)) = dim H1(S ,O(mK))，又 Ξn+1 = O(mK − x)（(8.2.1)）．而して，
dim H1(S ,O(mK)) = dim H1(S ,O(mK − x))．故に (∗)で λは同型写像　而して τは全射で
ある．I）の場合終．
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II）x ∈ Eの時：x ∈ Eλ とする．(7.13)より D =
∑n

i=1 Ci を

Cn < Eλ 且 (β) K ·Ci + Di−1 ·Ci = 1

なる如くとる．Cn < Eλ < E故 K ·Cn = 0　従って K は Cn で自明で O(mK)Cn � OCn．而
して，次の完全列がある．

0→ O(mK −Cn)→ O(mK)→ OCn → 0

故に，Cn � P1((7.3))　 H1(Cn,OCn ) = 0より次の完全列をもつ．

(∗ ∗ ∗) 0→ H0(S ,O(mK −Cn))→ H0(S ,O(mK))
τ′→ H0(Cn,OCn )

→ H1(S ,O(mK −Cn))
σ→ H1(S ,O(mK))→ 0

(8.2) に於て h = k = 0 とし Ξi = O(mK − Zi) と置く．従って Ξi+1/Ξi � O(Fi+1)Ci

hi = ki = 0（(8.3)）．仮定より m − e − 1 = 1．(m − e − 1)K · Ci + Di−1 · Ci = K ·
Ci + Di−1 · Ci = 1 > 1

4 +
1
4 故 (8.4) より dim H1(S ,O((m − e)K)) = dim H1(S ,Ξn)．併し

m = m0．故 dim H1(S ,O((m − e)K)) = dim H1(S ,O(mK))，又 Ξn = O(mK − Cn)．従って
dim H1(S ,O(mK)) = dim H1(S ,O(mK −Cn))．而して (∗ ∗ ∗)に於て σは同型写像となり τ′

は全射である．K は Cn 上自明故 ϕ ∈ H0(S ,O(mK))をとる時 ϕは Cn 上で一定値 ϕ(Cn)を
とる．実際 τ′ : ϕ → ϕ(Cn)である．更に K は，Eλ 上自明であり ϕは Eλ 上一定値をとる
ので，x ∈ Eλ に注意して ϕ(Cn) = ϕ(x)である．従って (∗ ∗ ∗)に戻って τ = τ′ が分り τは
全射である．

定理 (8.7) m = 2に対し H1(S ,O(mK)) = 0

証明） eを十分大きくとると Pe = 2（リーマン・ロッホの定理より），eK2 = 2が成立する．
F = (m− 1)K と置き，n(m− 1) = e+ 2+m0 を満たす nをとると，(8.6)より |nF|は底点を
持たない．一方 F2 = (m − 1)2K2 > 0故 (6.3)より H1(S ,O(K + F)) = H1(S ,O(mK)) = 0．

系 (8.8) Pm (m = 1)は S の位相不変量である．

実際
Pm =

1
2 m(m − 1)c2

1 + pg − q + 1 (m = 2)
P1 = pg

証明） (4.2)(8.7)

以上を纒めて

定理 (8.9) Pe = 2　 eK2 = 2　 m = e + 2ならば，|mK|は底点を持たない．従って ΦmF

は正則写像である．
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証明） (8.7) より，(8.5) に於て m0 = e + 2 ととれる．従って (8.6) での m の条件は
m = e + 2で十分である．

< ◦ >

(8.10) 次に ΦmK が 1対 1かどうかを見る．E = E1 + · · · + Eλ + · · · + Er（(7.6)）に対し，
K は Eλ 上自明故，任意の ϕ ∈ H0(S ,O(mK))は Eλ 上で一定値をとる．従って ΦmK(Eλ)は
1点より成り，ΦmK は到る所 1対 1にはできない．解答は (8.11)．

定義 (8.10.1) （イ）x , yで，xと yが同じ Eλ には含まれない時，『x , y mod E（xと
yは Eを法として異なる）』と言う．
（ロ）正則写像 Φ : S → Pn が次の条件を満足する時，Φは『1対 1 mod E（Eを法とし
て 1対 1）』であると言う．

条件：Φ−1(Φ(z)) =

z (z < E)
Eλ (z ∈ Eλ)

（⇔
同値

x , y mod Eならば Φ(x) , Φ(y)）

注意 (8.10.2) x , yに対し H1(S ,O(mK − x − y)) = 0ならば，ΦmK(x) , ΦmK(y)である．

証明） 次の完全列が存在する（(5.0)(5.0.1)）．

0→ O(mK − x − y)→ O(mK)→ Cx ⊕ Cy → 0

従って仮定を用いて次の完全列を得る．

· · · → H0(S ,O(mK))
λ→ C2 → 0

（但し ϕ ∈ H0(S ,O(mK)) に対し λ : ϕ → (ϕ(x), ϕ(y))）λ は全射故 (1.0) = (ϕ0(x), ϕ0(y))，
(0.1) = (ϕ1(x), ϕ1(y)) となる ϕ0, ϕ1 ∈ H0(S ,O(mK)) が存在する．H0(S ,O(mK)) の
底を {ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . } として完成する．従って同型正則写像を無視して ΦmK : z →
(ϕ0(z), ϕ1(z), ϕ2(z), . . . ) ∈ Pn である．この時 ΦmK(x) = (1, 0, . . . ) 　 ΦmK(y) = (0, 1, . . . )

従って ΦmK(x) , ΦmK(y)

定理 (8.11) Pe = 3，eK2 = 2，m = e + 3の時，
（イ）x , y mod Eならば H1(S ,O(mK − x − y)) = 0

（ロ）ΦmK は正則且 1対 1 mod Eである．

証明） （イ）が示されれば，（ロ）は (8.9)(8.10.2)より分る．あとは（イ）を証明する．
（I）x, y < E，II）x, y ∈ E，III）x < E，y ∈ E の 3 通りに分ける．（I）x, y < E の時：
dim H0(S ,O(eK)) = Pe = 3 故 x, y ∈ D なる D ∈ |eK| が存在する（何者，H0(S ,O(eK))
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の底を {ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . ϕPe−1}とし，ϕ =
∑Pe−1
ν=0 aνϕν と書く時，ϕ(x) = ϕ(y) = 0を満たす解

(a0, a1, a2, . . . ) , (0, . . . 0)が存在する．この様な ϕ ∈ H0(S ,O(eK))をとり D = (ϕ)とすれ
ば良い）．(7.9)より組成列 D =

∑n
i=1 Ci で

(α) KC1 = 1 Di−1Ci = 1 (i = 2)

なるものをとる．特に Dの成分 θで x < θ且 K · θ = 1なるものがあれば，C1 = θととっ
て組成列を構成する事にする（(7.9.1)）．(8.2)で h = k = 1とし Ξi = O(mK − zi − x − y)

と置く．D =
∑n

i=1 Ci に関し x ∈ Cℓ，x < Zℓ+1，y ∈ C j，y < Z j+1 とする．ℓ 5 jと仮定して
よい．

(∗) Ξi+1/Ξi � O(Fi+1 − δiℓx − δi jy)Ci (1 5 i 5 n)

この事は（い）i 5 ℓ − 1の時，Ξi+1 � O(Fi+1)　 Ξi � O(Fi+1 −Ci)故 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1)Ci，
（ろ）i = ℓ の時，Ξℓ+1 � O(O(Fℓ+1 − x)　 Ξℓ � O(Fℓ+1 − Cℓ)故 Ξℓ+1/Ξℓ � O(Fℓ+1 − x)Cℓ

（何者 x ∈ Cℓ），（は）ℓ + 1 5 i 5 j − 1の時，Ξi+1 � O(Fi+1 − x)　 Ξi � O(Fi+1 − x − Ci)

故 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1 − x)Ci = O(Fi+1)Ci（何者 x < Ci），（に）i = jの時 Ξ j+1 � O(F j+1 − y)

Ξ j � O(F j+1− y−C j)故 Ξ j+1/Ξ j � O(F j+1− y)C j，（ほ）i = j+1の時 Ξi+1 � O(Fi+1− x− y)

Ξi � O(Fi+1−x−y−Ci)故 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1−x−y)Ci = O(Fi+1)Ci（何者 x, y < Ci），等より分
る．さて (m−e−1)KCi+Di−1Ci = 2K ·Ci+Di−1 ·Ci = riと置く時，Cℓ,C j ≮ E故 KCℓ = 1，
KC j = 1特に上の組成列のとり方より (8.6)の場合と同様に KCℓ = 1+ δℓ1 が成立すること
に注意して i = ℓ = 1の時 ri = 4，i = ℓ = 2及び i = j > ℓの時 (α)を考えて ri = 3，i , j, ℓ

の時 (α)を考えて ri = 1を得る．従って (m−e−1)KCi+Di−1Ci+Di−1Ci = 1+δiℓ+δi j．併
し (∗)より hi = δiℓ 　 ki = δi j（(8.3)）故 1

4 (hi+1)2+ 1
4 (ki+1)2 = 1

2 +
3
4δiℓ+

3
4δi j < 1+δiℓ+δi j

従って (8.4) より dim H1(S ,O((m − e)K)) = dim H1(S ,Ξn+1) 一方仮定より m − e = 3 故
(8.7) より H1(S ,O((m − e)K)) = 0 而して，Ξn+1 = O(mK − x − y) に注意して（(8.2.1)），
H1(S ,O(mK − x − y)) = 0（II）x, y ∈ E の時：x ∈ Eλ，y ∈ Eν とする．x , y mod E 故
λ , νである．x, y ∈ Dなる D ∈ |eK|をとる（実際 dim |eK| = 2より可能．例えば（I））．
(7.12)より D =

∑n
i=1 Ci を

Cn−1 < Eλ Cn < Eν 且 (β) K ·Ci + Di−1 ·Ci = 1 (1 5 i 5 n)

なる如くとる．(8.2)で h = k = 0とし Ξi = O(mK−Zi)と置く．従って Ξi+1/Ξi = O(Fi+1)Ci

hi = ki = 0（(8.3)）1 5 i 5 n．一方 (m−e−1)K ·Ci+Di−1 ·Ci = K ·Ci+Di−1 ·Ci = 1 > 1
4 +

1
4

故 (8.4) より dim H1(S ,O((m − e)K)) = dim H1(S ,Ξn−1)．しかし m − e = 3 故 (8.7) より
H1(S ,O((m − e)K)) = 0 従って H1(S ,Ξn−1) = 0 一方 K · Cn−1 = 0 　 K · Cn = 0 故 K

は Cn−1，Cn 上自明で O(mK)Cn−1 � OCn 　 O(mK)Cn � OCn 従って次の完全列が存在する
（Cn−1 ∩Cn = φに注意）．

0→ O(mK −Cn−1 −Cn)→ O(mK)→ OCn−1 ⊕ OCn → 0
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従って Ξn−1 = O(mK −Cn−1 −Cn)に注意して次の完全列をもつ．

0→ H0(S ,O(mK −Cn−1 −Cn))→ H0(S ,O(mK))
λ→ C ⊕ C→ 0

（但し K は Eλ(> Cn−1)，Eν(> Cn)上自明故 ϕ ∈ H0(S ,O(mK))は Eλ，Eν 上一定値 ϕ(Cn−1)，
ϕ(Cn) をとる．λ : ϕ → (ϕ(Cn), ϕ(Cn−1)) である）．さて x ∈ Eλ，y ∈ Eν 故 ϕ(Cn) = ϕ(x)

ϕ(Cn−1) = ϕ(y)，而して λ : ϕ→ (ϕ(x), ϕ(y))．一方次の完全列が存在する．

0→ O(mK − x − y)→ O(mK)→ Cx ⊕ Cy → 0

0→ H0(S ,O(mK − x − y))→ H0(S ,O(mK))
λ→ C ⊕ C

→ H1(S ,O(mK − x − y))
τ→ H1(S ,O(mK))→ 0

ここで，ϕ ∈ H0(S ,O(mK)) に対し λ′ : ϕ → (ϕ(x), ϕ(y)) である．即ち λ′ = λ で，全射で
ある．而して τは同型写像となる．しかし (8.7)より H1(S ,O(mK)) = 0故 H1(S ,O(mK −
x − y)) = 0（III）x < E，y ∈ Eの時：同様にやれば良い．

< ◦ >

(8.12) 次に S − E上で ΦmK が双正則かどうかを見る．

S − E上で 1対 1（但し (8.11)の条件下）が分っているから，各点 x ∈ S − Eで ΦmK の
函数行列式の階数が 2であるかどうかを見ればよい．

注意 (8.12.1) H1(S ,O(mK − 2x)) = 0ならば，ΦmK は xの近傍で双正則である．

証明） 次の完全列が存在する（(5.0)，(5.0.1)，仮定）．

0→ O(mK − 2x)→ O(mK)→ C3
x → 0

· · · → H0(S ,O(mK))
λ→ C3 → 0

（但し ψ ∈ H0(S ,O(mK)) に対し，(z1, z2) を中心 x の局所座標とし，x の近傍で ψ =

ψ0 + ψ1z1 + ψ2z2 + ψ3z2
1 + ψ4z1z2 + ψ5z2

2 + · · · と書く時 λ : ψ → (ψ0, ψ1, ψ2) である）．λ
は全射故 (ϕ00, ϕ01, ϕ02) = (1, 0, 0)，(ϕ10, ϕ11, ϕ12) = (0, 1, 0)，(ϕ20, ϕ21, ϕ22) = (0, 0, 1)なる
ϕ0, ϕ1, ϕ2 ∈ H0(S ,O(mK))が存在する．H0(S ,O(mK))の底を {ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . }として完
成し，ΦmK(z) = (ϕ0(z), ϕ1(z), ϕ2(z), ϕ3(z), . . . ) = (1+ · · · , z1 + · · · , z2 + · · · , ϕ3(z),∼)と考え
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てよい．（但し · · · は，z1, z2 について次数 = 2の項）．従って，ΦmK の函数行列式の xで
の階数は 2である．

定理 (8.13) Pe = 4，eK2 = 2，m = e + 3の時，
（イ）x < Eならば H1(S ,O(mK − 2x)) = 0

（ロ）ΦmK は正則且 Eを法として双正則（即ち S − E上双正則の事）従って勿論双有理
である．

証明） （イ）が示されれば（ロ）は (8.9)(8.12.1) より分る．あと（イ）を示そう．
dim H0(S ,O(eK)) = Pe = 4 故 ϕ , 0 なる ϕ ∈ H0(S ,O(eK)) で，ϕ(x) = 0，( ∂ϕ

∂z1
)(x) = 0，

( ∂ϕ
∂z2

)(x) = 0を満たすものが存在する（但し (z1, z2)は中心 x ∈ S の局所座標．例えば (8.11)

の議論）．D = (ϕ) ∈ |eK|と置く．xは Dの重複点である．(7.9)より D =
∑n

i=1 Ci を

(α) K ·C1 = 1 Di−1 ·Ci = 1 (2 5 i 5 n)

なる如くとる．特にもし Dの成分 θで x < θ且 K ·θ = 1なるものがあればC1 = θをとって
組成列を構成しておく事にする（(7.9.1)）．(8.2)で h = 2　 k = 0とし，Ξi = O(mK−Zi−2x)

と置く．D =
∑n

i=1 Ci に於て x ∈ Cℓ 　 x < Zℓ+1 とする．この時 K · Cℓ = 1 + δℓ1（何者，
(8.6)と同じ議論）．以下（I）xが Cℓ の重複点の時（II）xが Cℓ の単純点の時の 2通りに
分ける．（I）の場合：次が成立する．

(∗) Ξi+1/Ξi � O(Fi+1 − 2δiℓx)Ci

これは，（い）i 5 ℓ−1の時 xは Zi，Zi+1の重複点故，Ξi+1 � O(Fi+1)　 Ξi � O(Fi+1−Ci)と
なり Ξi+1/Ξi � O(Fi+1)Ci，（ろ）i = ℓの時，Ξℓ+1 � O(Fℓ+1−2x)　 Ξℓ � O(Fℓ+1−2x−Cℓ)故
Ξℓ+1/Ξℓ � O(Fℓ+1−2x)Cℓ

（は）i = ℓ+1の時，x < Ciに注意して Ξi+1/Ξi � O(Fi+1−2x)Ci =

O(Fi+1)Ci 等より得られる．偖，(m−e−1)K ·Ci+Di−1 ·Ci = 2K ·Ci+Di−1 ·Ci = riと置くと，
i = ℓ = 1の時 K ·Cℓ = 1+δℓ1より ri = 4，i = ℓ > 1の時 KCℓ = 1及び (α)を考えて ri = 3，
i , ℓの時 (α)より ri = 1．従って (m− e− 1)KCi +Di−1 ·Ci = 1+ 2δiℓ が成立する．然るに
(∗)より hi = δiℓki = 0（(8.3)）故，1

4 (hi+1)2+ 1
4 (ki+1)2 = 1

2 +2δiℓ < 1+2δiℓ に注意して (8.4)

より dim H1(S ,O((m− e)K)) = dim H1(S ,Ξn+1)．しかし (8.7)より H1(S ,O((m− e)K)) = 0

又 Ξn+1 = O(mK − 2x)であるので H1(S ,O(mK − 2x)) = 0（I）終わり．（II）の場合：ℓの
他に x ∈ C j 　 x < C j+1 + · · · + Cℓ−1 なる j < ℓをとる（実際 xは Cℓ の単純点故 x ∈ Dの
仮定より存在する）．

(∗∗) Ξi+1/Ξi � O(Fi+1 − (δi j + 2δiℓ)x)Ci (1 5 i 5 n)

これは（い）i 5 j− 1の時 xは Zi+1，Zi の重複点故，Ξi+1 = O(mK − Zi+1)　 Ξi = O(mK −
Zi+1 −Ci)故 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1)Ci，（ろ）i = jの時 xは Z j+1 の単純点で Ξ j+1 � O(F j+1 − x)
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が成立する．何者，(Ξ j+1)x � O(F j+1 − x)x を示せば良いが，xの近傍で Cℓ : z2 = 0と書け
る様な中心 xの局所座標を (z1, z2)とすると，

ϕ ∈ O(mK − Z j+1)x � O(F j+1)x が ϕ ∈ O(mK − Z j+1 − 2x)x である為には ϕ(z1, z2) =

z2ψ(z1, z2) 　 ψ ∈ O(F j+1)x と書け ψ(0, 0) = 0 となる事，即ち ψ ∈ O(F j+1 − x)x となる
事が，必要十分である．従って Ξ j+1 = O(mK − Z j+1 − 2x) � O(F j+1 − x)．一方 x は Z j

の重複点故 Ξ j � O(F j+1 − C j) = O(F j+1 − x − C j)．従って Ξ j+1/Ξ j � O(F j+1 − x)C j．
（は） j < i < ℓ の時 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1)Ci（に）i = ℓ の時 Ξℓ+1/Ξℓ � O(Fℓ+1 − 2x)Cℓ

（ほ）
i > h の時 Ξi+1/Ξi � O(Fi+1)Ci 等より示される．偖，(m − e − 1)K · Ci + Di−1 · Ci =

2K · Ci + Di−1 · Ci = ri と置くと，K · C j = 1 　 K · Cℓ = 1（何者 C j,Cℓ ≮ E）及び (α)

を用いて，i , j, ℓ の時 ri = 1 　 i = j の時 ri = 2 　 i = ℓ の時 ri = 3 が得られ，従って
(m − e − 1)K ·Ci + Di−1 ·Ci = 1 + δi j + 2δiℓ．一方 (∗∗)より hi = δi j + 2δiℓ 　 ki = 0（(8.3)）
故 1

4 (hi + 1)2 + 1
4 (ki + 1)2 = 1

2 +
3
4δi j + 2δiℓ < 1+ δi j + 2δiℓ 従ってあとは同様に (8.4)と (8.7)

を用いて H1(S ,O(mK − 2x)) = 0が得られる．
< ◦ >

(8.14) 最後に (8.9)(8.11)(8.13)等の条件を満たす成可く小さい eを求める事を考えてみ
る．それは (8.16)で与えられるが，その為に次の補題が必要である．

補題 (8.15) K2 = 1ならば pg < 2　 q 5 1．

証明）（イ）pg 5 2を示す：pg = 2と仮定する．dim |K| = pg−1 = 1故，生成要素 D ∈ |K|
を採り D = C1+ · · ·+Cnと書く．n = 1である．1 = K2 = K ·D = ∑n

i=1 K ·Ci故 K ·C1 = 1，
K ·Ci = 0 (i = 2)と仮定して良く，従って i = 2に対して Ci < Eで，π(Ci) = 0　 C2

i = −2

（(7.3)）．先ず Dが既約即ち n = 1　 D = C1 である事を示そう．X =
∑n

i=2 Ci (= 0)と置く
と D = C1 + X と書け，上の事実より X は系 |K|の固定成分であり C2

1 = 0が成立する．し
かし 2π(C1) − 2 = C2

1 + K · C1 より C2
1 = 1を得るが，1 = K · C1 = D · C1 = C2

1 + C1 · X，
C1 · X = 0（(7.8)）を考慮して C2

1 = 1，C1 · X = 0従って X = 0を得る．即ち D = C1．而
して |K|の生成要素は C2 = 1なる既約曲線 C である．C は特異点を持たない（何者，ベ
ルチニの定理より C は |K|の底点以外には特異点を持たない，一方 |K|の任意の底点 ℘を
とる時，他の生成要素 C′ (, C)に対し勿論 ℘ ∈ C′ だが，C · C′ = C2 = 1故 ℘は C の単
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純点である）．更に π(C) = 1
2 (K ·C +C2) + 1 = 2．K = [C]に注意して次の完全列を得る．

0→ O → O(K)→ O(K)C → 0
0→ H0(S ,O)→ H0(S ,O(K))→ H0(C,O(KC))→ · · ·

しかし H0(S ,O) � C，dim H0(C,O(KC)) 5 1に注意して pg dim H0(S ,O(K)) 5 2を得る．
従って pg = 2

（ロ）q 5 1を示す：q = K2+pg−P2+1（(8.8)），K2 = 1，P2 = pgより q 5 2．q = 2としよ
う（これより矛盾を示す）．ϕ1, ϕ2を S 上正則 1-型式の空間の底とする．dϕν = 0 (ν = 1, 2)

である．{γ1, . . . γ4}を S 上 1次元輪体のベッチ基底とする（b1(S ) = 2q = 4）．ω jν =
∫
γ j
ϕν

（1 5 j 5 4，1 5 ν 5 2），ω j = (ω j1, ω j2) ∈ C2，Ω = {∑ m jω j | m j ∈ Z}，A = C2/Ωと置
き，Ψ : S → Aをアルバネーゼ写像とする．実際 Ψ : z→ Ψ(z) = (

∫ z
℘0
ϕ1,

∫ z
℘0
ϕ2)(mod Ω)．

以下（1）ϕ1 ∧ ϕ2 , 0（2）ϕ1 ∧ ϕ2 = 0 に分ける．（1）ϕ1 ∧ ϕ2 , 0 の時：Ψ(S ) = A，
D = (ϕ1 ∧ ϕ2) ∈ |K|である．（イ）でやった様に，K · D = K2 = 1より，D = C +

∑n
i=2 Ei

（但し，K · C = 1，K · Ei = 0，π(E) = 0，E2
i = −2）と書ける．この時 Ψ(Ei) は 1 点

より成る．偖，C への制限 ϕ1C , ϕ2C は C 上 1 次独立である［何者，(a1, a2) , (0, 0) で，
(a1ϕ1+a2ϕ2)C = 0とすると，z ∈ Cに対し a1

∫ z
ϕ1+a2

∫ z
ϕ2 = 一定．故 Ψ(C) ⊂ Aは楕円

曲線である．Γ∩Ψ(C) = φ，Γ∩Ψ(Ei) = φなる曲線 Γ（即ち C2 上では直線となる Ψ(C)を
平行移動して採れる）を採ると，勿論 S ⊃ Ψ−1(Γ)は C+

∑
Ei と交わらず K ·Ψ−1(Γ) = 0を

得る．従って Ψ−1(Γ)の各既約成分 θ j は K ·θ j = 0，π(θ j) = 0を満たす．従って Ψ(θ j) =一
点で，Γ =

⋃
jΨ(θ j)に反する］．一方 Cは非特異で，π(C) = 2，D = Cである［何者，Cの

非特異モデルを C̃ とすると，上述の事実より C̃ 上 1次独立正則 1-型式 ϕ̃1, ϕ̃2 が存在する
故 π(C̃) = 2．一方 2 5 2π(C̃)−2 5 2π(C)−2 = C2+KC = (D−∑

Ei) ·C+KC 5 2K ·C = 2

故 π(C) = π(C̃) = 2従って C = C̃，又 C · (∑ Ei) = 0も得られる故 (7.8)より
∑

Ei = 0而し
て D = C］．従って (ϕ1 ∧ϕ2) = C．偖，z < C に対し ϕ1(z) , 0で ϕ1C は C 上で 2つの零を
もつ（何者，C は非特異で π(C) = 2）．ϕ2C についても同様で，(ϕ1C) = x+ y，(ϕ2C) = u+ v

とする．

正則 1-型式 ϕ1 を共変ベクトル場と考える．c2 は S のオイラー数であるが，公式
c2 = Ix(ϕ1)+ Iy(ϕ1)に注意する（但し Ix(ϕ1), Iy(ϕ1)は共変ベクトル場 ϕ1 の特異点 x, yでの
代数的指数を表わす）．偖，中心 xの S の局所座標 (w, z)を dz = ϕ2，ϕ1∧ϕ2 = wdw∧dzと
なる様にとれるが（上図），この時 (ϕ1 −wdw)∧ dz = 0故 ϕ1 −wdw = f dzと書ける．しか
し dϕ1 = 0に注意して d f ∧dz = 0即ち ∂ f

∂w = 0．而して，f は zだけの正則函数で f = f (z)



代数曲面論 61

と書ける．従って ϕ1C = f (z)dz = zg(z)dz (g(z) , 0)，而して ϕ1 = wdz + gzdz (g , 0)即ち
Ix(ϕ1) = 1．同様に Iy(ϕ1) = 1．従って上の公式より c2 = 2を得る．偖，ネーターの公式
(4.4)は c2

1 + c2 = 12(pg − q + 1) ≡ 0(12)であったが，これは c2
1 = K2 = 1　 c2 = 2に矛

盾する．（2）ϕ1 ∧ ϕ2 = 0 の時：Ψ の函数行列式の階数は到る所 1 で，Ψ(S ) = ∆ ⊂ A は
種数 2 の非特異曲線であり，一般の u ∈ ∆ について θu = Ψ

−1(u) は既約非特異曲線であ
る．pg = 1である（何者，ネーターの公式 (4.4)に於て，c2

1 = K2 = 1　 c2 = 2 − 4q + b2

q = 2 を代入して 12pg = 7 + b2 従って pg = 1）．而して dim |K| = pg − 1 = 0 より
|K| ∋ D = 0 が存在するが K2 = D2 = 1 より D > 0 である．D =

∑n
i=1 Ci と書く時

1 = K2 = K · D = ∑n
i=1 K · Ci，K · Ci = 0故 K · C1 = 1　 K · Ci = 0 (i = 2)としてよい．

そこで，D = C +
∑n

i=1 Ei と書き直しておく（但し，K · C1 = 1，K · Ei = 0，π(Ei) = 0，
E2

i = −2．(7.3)）．Ψ(Ei)は 1点 (∈ ∆)である．而して θu ∩ Ei = φ（何者，θu ∩ Ei , φとす
ると θu = Ei．これは θ2

u = 0，E2
i = −2に反する）．一方 Kθu > 0（何者，θ2

u = 0と (7.3)）
であるが，2π(θu) − 2 = K · θu より K · θu = 2である．従って C · θu = D · θu = K · θu = 2．

C̃ を C の非特異モデルとする．勿論 C̃ は ∆ の被覆面となる．その枚数を m(= 2)，分
岐点の数を b とすると，χ(C̃) = mχ(∆) − b（但し χ(∗) はオイラー標数）故 2 − 2π(C̃) =

m(2 − 2π(∆)) − b．従って 2π(C̃) − 2 = m(2π(∆) − 2) + b = 2m = 4（何者，π(∆) = 2）．一方
2π(C) − 2 = K ·C +C2 = K ·C +C · (D −∑

i Ei) =
(∗)

2K ·C −∑
C · Ei 5

(∗∗)
2K ·C = 2（何者，

(∗) D ≈ K，(∗∗) CEi = 0）．しかしこれは π(C̃) 5 π(C)に反する．以上（1）（2）共に矛盾
が示された．即ち q 5 1である．

定理 (8.16) P2 = 2，P3 = 4

証明） (8.8)より P2 = K2+ pg−q+1 (K2 = c2
1)　 P3 = 3K2+ pg−q+1 = 2K2+P2．仮定

(7.0)より K2 = 1である故 P2 = 2を示せば P3 = 4は明らか．P2 = 2を示そう．pg = 2，
pg = 1，pg = 0に分ける．（イ）pg = 2の時：P2 = P1 = pg より明らか．（ロ）pg = 1の
時：ネーターの公式 (4.4) より q 5 2 を得る（但し pa = pg − q 　 K2 = c2

1 　 c2 = b2）．
従って (8.15)より K2 − q = 0而して P2 = pg + 1 + K2 − q = 2．（ハ）pg = 0の時：q = 0

（エンリケス）従って P2 = K2 + 1 = 2．

定理 (8.17) （イ）m = 4ならば ΦmK は正則写像であり（ロ）m = 6ならば ΦmK は Eを
法として双正則（即ち Eの外で双正則），従って勿論双有理写像である．
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証明） (8.16)に注意すれば，（イ）は (8.9)より（ロ）は (8.13)より明らか．
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[1] E. Brieskorn: Über die Auflösung gewisser Singularitäten von holomorphen Abbil-

dungen, Math. Ann., 166(1966), 76–102.

[2] F. Enriques: Le Superficie Algebriche, Nicola Zanichelli, Bologna, 1949.

[3] D. Gorenstein: An arithmetic theory of adjoint plane curves, Trans. Amer. Math. Soc.,

12(1952), 414–436.

[4] K. Kodaira: On a differential-geometric method in the theory of analytic stacks, Proc.

Nat. Acad. Sci. U.S.A., 39(1953), 1268–1273.

[5] D. Mumford: [9]の附録．
[6] D. Mumford: Pathologies III, Amer. J. of Math., 89(1967), 94–104.

[7] M. Rosenlicht: Equivalence relations on algebraic curves, Ann. of Math., 56(1952),

169–191.
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