
UTMS 2007–10 July 25, 2007

General asymptotics of

Wiener functionals and

application to mathematical finance

by

Yasufumi Osajima

�
UNIVERSITY OF TOKYO

GRADUATE SCHOOL OF MATHEMATICAL SCIENCES

KOMABA, TOKYO, JAPAN



������� ��	
������ � ������ ���������� ��� ���������� �

�����
������ �������

�������� �	
��
 �

��������� ��� 	��������� ���� ����

���� ��� �  !

��������

�� ��� ������� �	���
 �� ��� 	� 	�������� ���	���� �� ����	���� ������ ��� 	 ����
������ �� �����	� ������ ������� ��� 	����	�� � �	��� �� ����� �������	� 	�	����
�� ��� �	��	�� �	������ 	�� ����� 	�!����� "� 	�������� ���	���� ������ ��� �����	�
#���� �������	�� $%&'� (�� ��	� ���� �� ��� ���	���� � ���� �� ��� )������ �� �	��"
	�� �� �	����	�� ��� ������ �� ������ *	����� �+�	���� #� 	���� ��� 	����	�� �� ���
�������� �� �	����	��	� ��	���� �� �	�����	�
 �� ���	� �����	� 	�������� ���	����
������	� �� ����� ���	����� ��� �����	� ������ ������
 ���� ,-. �����
 ����	���
������ 	�� !/01 ������

� �������	�
��

����� ��� ���� �		
������� �� ����	��� ��	������ ����� � ���������
 ������� ��� 	�	�
�
�� �		
������ �� �� �����
�� 	��������� �		������ ��� ����	
�� �������������� � ! ��"�
�� ����	��� ��	������ �����
� �� ��	
��� "�
��
���� ��� 
���
 "�
��
�� ����
� ��� ������
#�����$�������%���������� �&! ��"� � �����
� ��� � �������� "�
��
�� ����
 ����� '()*
����
� ����� �����
� �� ��

�%���� ��� 	����������� )������%��)������
���� �+! �		
���
����
����� ,-. ���
���� � ��� 	���
��� ������$�����/��� �0! �		
��� � ��� %����
 ��	������
����� ��� ��"� �� ����	��� ��	������ �����
� ��� �������"����� '()* ����
�

1� ��� 	�	��� �� �%� ������ �		����� ����� �� ��

��"�� ��
��
��� ��� ����� �� ����	�
��� ��	������� �� 	������
�� �������� ����� �� ��

��"�� ��
��
�� ��� ��������� �� )���� �2!
��� ��� ��"�
�	�� �� ������� �3 ! ��� #����%��'����% �34!� �33!� ���� �		
������� �� ���
����� � ������ ���� ��"�� �� 5������ �3&!� ��%�������#������ �6! ��� 7���%�
�#���� �8!� 1�
�3+!� �� ��"� �� ����	��� ��	������ �� ��	
��� "�
��
���� �� ��

 �	���� ��� ������� '()*
����
 �� ����� ��� ������

���� ������ 	��
� 
�� �� ���� ��������� ������ ��� ��� ���������� �������� �������� ����������� ��� �����

������������ ��� �������� ��������� ��� ����� �� ��� ������ ��� ��� ����� �� ���������� ���  ���������� �
����
������� �������������� ��! ���������� ���  ��������� "��� #��� $������� ��� %���
��&��� %�������� ����������
'��
����� ()*)+� ����������� "��,���)�� ��,� +--)./+0� ������ 1)&��
! ���2�&�),�����&�3���&����2�

��� ����� 	
� ���	���� 4����� ���������
�  ��������� ��
���
��,� 5�&�
��� �6������� ��

����� ��
��
���
7�,&������ �������&������  7'$ &���
�

�����&�����  ��2��� "
����8������ 9(---:! /*1-;� .-5-0
�1# "
����8������! <+(� <+/

3



1� ��� 	�	��� �� �		
� �� ������ �� #����%��'���% �33! � ���������
 ������� ���
%�� ������ �� ��"�� �� �9!� �� �������� �� ����	��� ��	������ �� ��	
��� "�
��
���� �� ��


�	����� ����

� �� ��"� ���� ��	
��� �����
�� ��� ������
 ��:����� ����
� ���
����� '()*
����
�

$� �� ��	
��� ��� ����
�� $� ;<�� � � = �� � 	������
�� �	��� ��� 
� �� �;�=� � � � �� �;�= > � �
�4� � !� �� � ������������
 )������� ������ $� ��� � � � � �� � ��� ;�4� � ! � �

� >�� =� ����
��� ;�4� � ! � �

� >�� = ������ �� �	��� �� �� �"�
��� ����� �������� ������ �� �4� � ! � �
�

����� ����"��"�� �� ��� ����� ��� ��������

?�� 
� 	�;�=� � � �4� � !� 
 � ;4� 3!� �� �� ��
���� � �� �������� ��:������
 �@�����

�	�
�;�= A

��
���


� �
� ;��	�;�==��

�;�= B � �
� ;��	�;�==��� 3 � � � ��;3�3=

	�;4= A � A ;��� � � � � 
�
� =� � � �

� �

�� ������

;(3= � �
� � 4�

��� �� �

�	���� �� ��� � � � � ��� � �� ���� ���� ����� � ������ Æ � 4 ���� ��

;(+=

��
���

��;4� �=	 ��;4� �= 
 Æ��

����� � ������ �� ������ ������ ���� ���� ����� � ���@�� ��
���� � ��� �@������
�����"�� �� ������ �� 	�;�= �� ��������� �� � ��� 	������
�� ����

�� ��"������ �� ���������� �� 	�
� ;� =� ���� �� �

�	���� ��������;(+=� �� 
�� ��

	�
� ;� =� ������ �� ��� �� ����
��
� ��������� ��� ��� � ����� ������ ��;�=� $� � �� ��

C������������ �	���� �� �������� �� ��������� �������� ��:������
 �@�����

�

��
��;�>�= A

��
���

� �
� ;�� �;�>�==

D��;�= B � �
� ;�� �;�>�==� � � �4� � !� � � ��;3�+=

�;4>�= A �� � � �
� �

�� ����� �� ������ ������� � E � � � ��

�;�= A ���
�3
+

��
���

� �

�
� D��;�=����>� � �� ��;� >�= A �

�
�;3�2=

'���� � �
� � 4� ��� ������ ������� ������� �;��= A 4� $� �� ����� � F�� � E �4� � !��

� � �
�

��

�

��
�;�� = A ��;�� �;�� ==� � � �4� � !�  � �

� �;3� =

�;4� = A �

+



���� �� ��	 �;�� �= E �� � �
� � � � �4� � ! �� � ��:�����	���� ������ �� �	� ?�� �� ��	 ��

�� ������ ��	� �� �����

;3�&= G� �
� ;�� �= A

��

��

���

�

;�� �;�� �==� 


� ;�� �;�� �==� 3 � � � �� 3 � � � ��

����� �� �� 	����������� �� �� "���� ��
� � �� �� ��	 �	� $� �� ����� ;��
=����
�� E
�4� � !� �

� � � ��

��
;�� = A

��
���

G� �
� ;�� =

G� 

� ;�� =� 3 � �� � � ��

���� ;(+=� �� ����� ;��
=����
�� �� ���������"� ������ ������	������ � *��������� �����
�� �

� � �� ����� �� ��������� �	����� �	� � � �4� � ! ��

;�	�=;= A
3

+

��
��
��

��
;�� =
���

���

;= B

��
���

��;�� =
��

��
;=� � � ��� ;�� =�  � �

� � � � �4� � !�

;3�0=

����� � � ��� ;�4� � ! � �
� >�� = �� ��"�� ��

��;�� �= A
3

+

��
�����

��
��

����

����
;�� �;�� �==� �

;�� �;�� �==� �
;�� �;�� �==� 3 � � � ��;3�8=

$� �� ����� 
����� �	������ � E ��� ;�4� � ! � �
� = � ��� ;�4� � ! � �

� = ��� H E ��� ;�4� � ! �
�
� =	 ��� ;�4� � !� �

� =� ��� ;�� = ��

;� �=;�� = �
��
���

���;�� =

� �

	

��

��
;�� =���;3�6=

H;�� �=;= �
��

��
��

� �

�
��
;�� =

�� �

	

��

��
;�� =��

��� �

	

��

�

;�� =��

�
���;3�9=

I�� ���� ����
 �� �� ��

������

������� 3�3� ����� �� � �	
���
�  � � 4 �������
� ��� �	��	��
��
;3= ��� �
��� ��
���	
 � � ��;���   �� 

�
� B  �!= �
� ����� �� � �	
���
� �� � 4 ���� ���� ���

�����	��� ����
��	
 	� �
��� � ������������;�= � 3

+��
;�  ��=

�  ��
2���

;�  ��=
� B

�
 ��
 ���

B
���
+���

�
;�  ��=

�
	��� � ����  �����;3�34=

� � ���   �� 
�
� B  �!�

�����

�� A

� �

�
���;�� �=��� �� A

2

+

� �

�
;� ���=;�� �=���;3�33=

�� A +

� �

�
;� ����=;�� �=��B

3

+
H;���� ���=;�=�

2



;+= ����� ��� �	
���
�� ��� �� � 4 ���� ���� ��� ��	������� ��
��� ��;�= �������� �	��	��
�����;+!
�= �� ��	��;�=

�

�
��;�= "�;�= 
�"�;�=

���� 
���� � � ���   �� 
�
� B  �!�;3�3+=

����� "� �
� "� ��� �	
��
�	�� ��
���	
� ���� �������"�;�= ����;�=
���

� �

�

��	
��;�  ��=

�

+���

���� � ����  ����� � � ���   �� 
�
� B  �!�;3�32=

�
�

"�;
�
�= A

3�
��

�
 �

+��
 &

0

���
���

B
2

 

��
���

�
�;3�3 =

�����

� A

�
����	��

��;�
��;�� �==;�=�#���;3�3&=

?��� �� �		
� ��� ����
� � ���������
 ������� �� ��"������ �� ����	��� ��	������
�� �� "�
�� �� ��

 �	���� ��� ���� ��	
��� "�
��
����� �� ������ 	�

� �� �� �����
���� ��
�	����� ���� �� ������� "�
�� �� � ��

 �	��� �� ���%� ��� $ ��� ������ � �� ��"�� ��

��;��$= A %�;	�
� ;� =$=�!� 
 � ;4� 3!� $ � 4�

�� ����� ����� �������� &� � ��� ;�4��==� ' 
 4� ��

;3�30= &�;= A

� �

�
(� ��	;(  (�

+
=�(�  
 4�

'��� 	��	����� �� &� ��� ��"�� �� (		����� (� '���� ;3�34=� �� ��� ����� �� ��

����� �������
) � ��;���   �� 

�
� B  �!>��= ���� ��

;3�38= �;= A
3

+

�� �

��
�

��

);�=

��
�  � ���   �� 

�
� B  �!�

���� �� ����	��� ��	������ �� "�
��� �� ��

 �	���� ��� ��"�� �� �� ��

������

������� 3�+� ����� ��� �	
���
�� $� * $� �
� �� ���� ���� ��� ����� 	� ��� ���� 	���	


���� ������ ���� $� ������� � ��������

���+! ��	;
�;$=


�
=��;��$= 
"�;$=);$=�&�


�+�;$=




�
+�;
�$=

�� � ��

��

�����

+�;
�$= A 
);$=
�"��;$=

"�;$=
B

2

+

)�;$=

);$=

�&�;
�

+�;$=,
=

&�;
�

+�;$=,
=
B 
�);$=�

�3
+

"���;$=

"�;$=
B +

"��;$=

"�;$=

)�;$=

);$=

;3�36=

B
8

0

�)�;$=

);$=

��
B

+

2

)��;$=

);$=

	&�;
�

+�;$=,
=

&�;
�

+�;$=,
=
B 
�

"�;$=

"�;$=
�

 



?�� �� ��
��
�� �� ����	��� ��	������ �� ��	
��� "�
��
���� �� ��

 �	����� $� ��
����� � � ��;�� >��= ��

�;= A
3



3�
+!

��	;�

+
=&�;=�  � 4�;3�39=

�� ��� ����
� ����% �� � �� ����
� ���������� ���

�;4�= A�� �;�= A 4�

��������� �� ��"���� ������� ��� E �� � �� �� ��

 ������� ���� �� �������� �� ��

�����
�����
 ����


� G	;�= A -� G� ;�=� G	;4= A ���

�� "�
�� �� �� ��

 �	��� ��� ���%� ��� $ ��� ������ � �� ��"�� ��

�� ;��$= A
3�

+!-��

� �

��
;( B �� $=� ��	; (�

+-��
=� A ;$  ��= � �

�$  ��
-
�
�

�
�

��������� �� ��	
��� �����
 "�
��
�� ��� �� ����� ��

-�� ;��$= A
$  ��

���;��;��$=,;$  ��==
�
�
� $ � ���

��� ����	��� ��	������ �� �� ��	
��� �����
 "�
��
���� ��� ��"�� �� �� ��

������

������� 3�2� ��� �����	��� ����
��	
 	� ������� 
	���� �	���������� ��� ����
 �

���� 
�$  ����
+�;$=�

���
-� ;��$= ��	;.=

��� � �;
B �$  ���=�� $ � ����$�!�;3�+4=

�����

. A
�$  ����

���

��
+
B

3

0

���
���
 3

 

��
��

�
&�


�+�;$=




�
B


�

��

�
�

+
 &

0

���
���

B
2

 

��
��

�
&�


�+�;$=




�
;3�+3=

B

�
��

�$  ���
��

�
�B

+

2

���
���
 2

 

��
��

�
&�


�+�;$=




�
B


�

��

��
+
B

���
+���

 ��
+��

�
&�


�+�;$=




�
�

���	�
 3� � '���� �� ��� ��"� �� ���� �����
� ��� 	� �	����� ������� 3�2 ��

 ��
�� ��
�� ���� $ * ��� ��� ��	
��� "�
��
�� ��� � 	� �	��� �� ���%� ��� $ ��� ������ � �� ��
���� �� �� ��	
��� "�
��
�� ��� � ��

 �	��� ��� �� ���� ���%� ��� ��� ������ �������
�� ��"� 	����

 	����� '�� (		����� ) ��� �� ����
��

�� �
�� ��"� � ��
���� ��� �� ��	������ ����� �� ������� �3 ! ��� 5������ �3&!� ����

�
�� �		
� ��� ������ � ���� %���� ����
� ���� C.J ����
� ���	
���� ��:����� ��� '()*
����
�

&



� ��
���� ����
�� �� ��� ������ �� ���

1� ��� ������� �� ��"������ �� ������	������� ������ �� ����
�� �@����� ��� �� ������
�� 	�� ������ �� ;3�2=� 1 �� ������ � ������� �� �� ���� � A 3�

$� � �� � ��	����
� ���
 ��
��� �	��� ������ ��

� A
�
� � ��;�4� 3!>�

� = E � �� ����
��
� ��������� ���
��
���

� �

�

�� �
��

��;�=
����� *�

�
�

��� ����� 	����� �� ��"�� ��

;�� �=� A

��
���

� �

�

D��;�= D��;�=���

���� ��
��� �	��� � �� ��

�� �� C������������ �	����
$� �;�>�=� � � �4� 3!� � � �� �� �� ��
���� � �� �������� ��:������
 �@�����

�

��
��;�>�= A

��
���

� �
� ;�� �;�>�==

�

��
��;�= B ��;�� �;�>�==� 3 � � � �� � � �4� 3!�

�;4>�= A �� � � �
� �

���� �� �������� �� ����
����� ��� 	�����
 ���� $� / E �4� 3! � �
� � � �� � �����

�������� �� ����� �� ��������
 � E � � � ��

�;�= A

� �

�
/;�> �;�>�==���

�� ����� ;��
=����
�� E �4� 3! � �
� � � ��

��
;�� = A

��
���

� �
� ;�� =�



� ;�� =�

�� ����� ����
������ � E �4� 3! � �
� � �

� � � ��

;+�3= �;�� � �= A
3

+

��
��
��

��
;�� =���
 B

��
���

��;�� =�� B /;�� =�

���� �� ������	������� ������ ����
�� �@����� ��� �� ������ �� 	�� �� ��"�� �� ��
��

������

���������� +�3� ��� . �

 E �4� 3!�� � � �� ��� �	����	
 �	 ��� �	��	��
� 	���
�� ������
����

������	


�

��
. �

;�>�= A

��
���

��
���

�� �
�

�

;�� �;�>�==.�


 ;�>�=
D��;�= B

��
���

���

��
;�� �;�>�==.�


 ;�>�=�

. �

;4>�= A Æ�
 � 3 � �� � � ��

0



����� Æ�
 ��  �	
�����!� ������ ��� K.;�>�= A .��;�>�=� "� ������ ����� �� �� � � �
� 0 � �
�

���� ����

;+�+= �� A

��
���

0�1��;3� ��= B1�;��=�

"� ���
� � � � ��;�4� � !>�� = �

;�= A �;�>��=�;+�2=

��;�= A

��

��

K. 

� ;�>��=

� ��
���

.�

 ;3>��=0� B

� �

	

�/

��
;�� �;�>��==.

�

 ;�>��=��

�
�

���
 ;� �= �������� ��� �	��	��
� ������	
 ������	
� ����� ������	
��
 � �� ����
 � ;+�3=�

�

��
�;�= A

�

���
�;�� ;�=� �;�==�;+� =

�

��
��;�= A  �

��
�;�� ;�=� �;�==� � � �4� 3!� 3 � � � ��

;4= A �� � � �
� �

#�������	��� �� ���� 0 A �;3= �
�

�

��
���;�= A

��
���

��;�=�
�
� ;�>;�==� 4 � � � 3� 3 � � � ��;+�&=

����� A
��

��
��

� �

�
��
;�� ;�==��;�=�
;�=���

$�		�� �� ��� �� K. �

 E �4� 3! �� � � ������� �� ��

����� �������� ��:������
 �@������

�

��
K. �

;�>�= A 

��
���

��
���

�

�

� �
� ;�� �;�>�==

K. �
�;�>�=

D��;�=
��
���

�

�

� �
� ;�� �;�>�== K.

�
�;�>�=�

K. �

;4>�= A Æ�
 � 3 � �� � � ��

���� ,��	������ 0�0 �� '����%��� �32!� �� ��"�

1��;3>�=��! A
��
���

��
��
��

. �
�;3>�=

� �

�

K.�

 ;�>�=�



� ;�� �;�>�==

D��;�=��� 3 � � � ��;+�0=

1�;�=��! A

��
���

� �

�

�/

��
;�� �;�>�==1��;�>�=��!��;+�8=

A

��
���

��
��
����

� �

�

D��;�= K.�

 ;�>�=�



� ;�� �;�>�==

�� �

	

�/

��
;�� �;�>�==. �

�;�>�=��
�
���

8



�� ��� ����% �� ;;�=� �;�==� 4 � � � 3� ������� ;+� = �� ��

����

�

��
�;�= A

��
���

� �
� ;�� �;�>��==

D���;�= B ��;�> �;�>��==

A
��

��

��
;�� ;�==�
;�= B ��;�>;�==�

�

��
��;�= A 

��
���

��

����

�� 

�

��
;�� �;�>�==�
;�= D�

�;�=
��
���

���

��
;�> �;�>�==��;�=


��

��

��
���

K. 

� ;�>��=

�/

��
;�� �;�>��==.

�

 ;�>��=

A 
��


����

��
�

��
;�� ;�==�
;�=��;�=

��

��

��


��
;�>;�==�
;�= �/

��
;�>;�==�

'���� �� �������� �� �� �� ��"� 0 A �;3=� '���� �� A
�

��� 0�1��;��= B1�;��=� �� ��� ��

;��� �= A
��
���

��
���

� �

�
��;�=�

�
� ;�� �;�>��=

D��;�=���

��������� �� ��"� ;+�&=�

���	�
 +�+� �� ����� �� ��������
 % E � � � ��

%;�= A
3

+

��
���

� �

�

�� �
��

��;�=
����� �;�=�

���� �� �������� ;+�+= �� ������� �� �� .�
���$������� �@����� ��������� ���

����%;�=> �;3>�= A ��
$� �� ����� �� ��

����� ��������

� �
�
�

	
��� 
��
���

�;2= �;2=

2�
A 4� � 
 4� �� � � �;�4� 3!=�

1� �� ��

����� ����� �� ����� �� ����	��� ��
������

���������� +�2� %���	�� ���� ������	
��
 �� ����
 � ;+�3= ���� � � 4� / � 4 �
�

;+�6= 0� A

�
2 ;� A 3=� 2 � �

4 ;+ � � � �=�

��� ;�>2=� �;�>2= �� ��� �	����	
 �	 ��� ���	������ ������	
 ������	
� ���
 ��� �����	���
����
��	
 	� �;3>2= �� ����
 �� �	��	���

�;3>2= �
�
� B ��2 B ��2

� B ��2
��;+�9=

����� ��� ��� �� ��� ���
�� � ;3�33=�

6



$�		�� ��� ��
���� ��� �� ����� ��

�;�>2= A �� B
��

��

� 	

�
��
;�� ;�>2==�
;�>2=���;+�34=

��;�>2= A ��;3>2= B
3

+

��

����

� 	

�

��
�

��
;�� ;�>2==�
;�>2=��;�>2=���;+�33=

�� ��
��
�� �� ����	��� ��	������ ������"�
�� '���� ;�> 4= A �� �;�> 4= A 4� �� ��"�

;�>2= �
�
�� �;�>2= �

�
4�;+�3+=

'���� �� ������
 ��� �� ;+�33= �� ������ ����� �� 2 ��� �� �������� �������� ;+�6=� �� ��"�
�� ��� ����� ��	������ �� ��

��;�>2= �
�
��;3>2= A

�
2 ;� A 3=

4 ;+ � � � �=�
;+�32=

�� ������� ;+�32= ��� ;+�34=� �� ��"� �� ��� ����� ��	������ �� �

�;�>2= �
�
�� B

�� 	

�
���;�� �=��

�
2�;+�3 =

�� �
�� ������� ;+�32= ��� ;+�33=� �� ��"� ������ ����� ��	������ �� ��

��;�>2= �
�
��;3>2= B

3

+

��

����

� �

	

���
�
��

;�� ;�>2==��
�
�
;3>2=��;3>2=

�
�
��;3>2= B

3

+

�� �

	

����

��
;�� �=��

�
2��;+�3&=

�� ������� ;+�3 = ��� ;+�34=� �� ��"� ������ ����� ��	������ �� �

�;�>2= �
�
�� B

��

��

� 	

�
��
;�� ;�>2==

�
�
;3= B

3

+

�� �

�

����

�

; � �=� 

�
2�
�
��

�
�
�� B

�� 	

�
���;�� �=��

�
2 B

��

��

�� 	

�

� �

�

����

�

;�� �=�


�;#� �=�#��;+�30=

B
3

+

� 	

�

� �

�
��
;�� �=

����

�

;#� �=�#��

�
2��

���� ������ ����� ��	������ �� � ��� ��� ����� ��	������ �� � �� ��"� ���� ����� ��	������
�� ��

��;�>2= �
�
��;3>2= B

3

+

�� �

	

����

��
;�� �=��

�
2�

;+�38=

B
3

+

��

��

���
�

��
;�� �=

�� �

�

����

�

;#� �=�#

�
��B

� �

	

�����

���

;�� �=

�� �

�
�
�;#� �=�#

��
2��

9



����

� �� ��"� ���� ����� ��	������ �� �

�;�>2= �
�
�� B

�� 	

�
���;�� �=��

�
2

;+�36=

B

��

��

�� 	

�

� �

�

����

�

;�� �=�


�;#� �=�#��B
3

+

� 	

�

� �

�
��
;�� �=

����

�

;#� �=�#��

�
2�

B
��


����

�3
+

� 	

�
��
;�� �=

�� �

�

����

�

;#� �=

�� �

�

����

��
; � �=� 

�
�#
�
��

B
3

+

� 	

�
��
;�� �=

�� �

�

�����

�
��
;#� �=

�� �

�
���; � �=� 

�
�#
�
��

B
3

+

� 	

�

���


��
;�� �=

�� �

�

����

�

;#� �=�#

��� �

�
���; � �=� 

�
��

B
3

+

� 	

�

����

�

;�� �=

�� �

�
�
�;#� �=

�� �

�

����

��
; � �=� 

�
�#
�
��

B

� 	

�

����

�

;�� �=

�� �

�

��
�

��
;#� �=

�� �

�
���; � �=� 

�
�#
�
��

B
3

+

� 	

�

�����

�
��
;�� �=

�� �

�
�
�;#� �=�#

��� �

�
���; � �=� 

�
��
	
2��

���� �� �������� �� 
����� �	����� � ��"�� �� ;3�6=� �� ��"�

�;3>2= �
�
�� B ��2 B ��2

� B ��2
��;+�39=

����� ��� ��� �� ��� ������ �� ;3�33=�

� ��������
	 �����
�� �� ������ ����

1� ��� ������� �� ��"� � 	���� �� ������� 3�3 ;3=� �� �		
� ,��	������ +�2 �� �� ���� ������
������� ��"�� �� ;3�2=�

����	 2�3� ��� �;�>�= E �4� 3! �� � �� �� ��� �	����	
 ���
�� � ;3�+=� ��� �� ���
�

G�;�>�= A �;�� �;�>�==� 3 � � � �� � � �4� 3!�

���
 G� �������� ��� 	���
�� ������
���� ������	


�

��
G��;�>�= A

��
���

G� �
� ;�� G�;�>�=

�

��
��;�=� 3 � � � �� � � �4� 3!�;2�3=

����� G� �� ���
�� � ;3�&=�

$�		�� ���� �� �������� �� � ��"�� �� ;3� =� �� ��"�

� �
� ;�� �;�� �;�� �== B

��

��

�
�
�;�� �;�� �==� 


� ;�� �;�� �== A 4�

��������� �� ��"� ��� 
�����

34



'���� � �
� � 4� �� ��"� G��;�>�= A ��;�>�=� ��� �� ������ ������� ��� �� ������ �� ��

����

�;= A
3

+
���
� ��
���

� �

�

�� �
��

���;�=
����� E G��;3>�= A 

�
�

��������� � �� ������ � 	��"� �� �� ����
��� ����� ���� �� � 4�

$�		� 	� ���	��� 3�3;3=� $� �� �� ������ ��

;2�+= ��;= � " �3�'��;�=>� � �� ��;3>�= A ��
�� ����� ��;=;�= � ��;�� =� ���� ���� �������������� ��������� ���� �� ��  � 4 ���� ��
��;= �� ���@�� ��  � ;�   � � B  =� L���� $������� ��
�	
��� ������� �� ��"�

;2�2= ��;= A 0;=14 �;4� ��;==�

����� 0 E ;�   � � B  =� � �� � ����� �������� (		
���� ,��	������ +�2� �� ��"����;3>0;==  ��� B ��0;= B ��0;=
� B ��0;=

�
��� A 5;� ���=�

��������� �� ��"� �� ����	��� ��	������ �� 0 �� �

0;= �
�
/�; ��= B /�; ��=

� B /�; ��=
��;2� =

�����

;2�&= /� A
3

��
� /� A ��

���
� /� A ��

���
B +

���
���

�

���� �9! �� ��"�

;2�0= 0;= A
��;=

�
�

'���� �;��= A 4� �� ��� ��
��
�� �� 	�� �� ������ ��

�;= A

� �

��
�

0;�=�� �
�

/�
+
; ��=

� B
/�
2
; ��=

� B
/�
 
; ��=

��

��������� �� ��"� ������� 3�3 ;3=�

$� �� ����� 6 E �4� 3!� � ��

;2�8= 6;�= A /�

�� 	

�
� �
� ;#>�=�#

�
�

���� �� ��"� �� ��

������

������	�� 2�+� ��� �� � � �� ��� �����
� ���
�� �
 ;2�+=� ���
 �� ����

����;= 6;�=;  ��=�� A 5;� ����=�
$�		�� ���� ;+�&= ��� �� 	���� �� ������� 3�3;3=� �� ��"�

���;�� = A

��
���

� 	

�
��;#>2=� �

� ;#� ;#>2==��

�
�

�� 	

�
� �
� ;#>�=�#

�
2 �

�

�� 	

�
� �
� ;#>�=�#

�
/�; ��=�

33



� ����� �� ������� ���

$� 	 �� �� ��
���� � �� �������� ��:������
 �@�����

�	�
�;�� 7= A

��
���

� �
� ;��	�;�� 7==�7

�;�= B ���;��	�;�� 7==��� 3 � � � �� � � �4� 3!�; �3=

	�;4= A ��

$� �� ����� ������ ��������
� 4 � E ;4� 3= �M� � ��  �!� �� 3 � � � �� ��

4 �;�� 7� �= A 	�
�;3� 7= ��; �+=

�� �		
� �� ���� ������ �� �9!� � �� ��������� � ����% �� �����	���� ;(�3=� � � �� ;(�&=
��"�� �� �9!� '���� � � 4� �� ��� ����% ;(�3=� '���� �;4= A 4� �� ��� ����% ;(�+=� ;(�2= ���
;(� = �� �� ������������ �� ������� '���� �� �

�	���� �������� � ������� �� ��� ����% ;(�&=
�� �9!� ����� �� ���� ���������� ��"�� �� (		����� ) �� �3+!� ���� �� ��"� �� ��

������

��� ���� ;�� �= � ;4� 3! � � ��  �!� �� ������ ������� ��;�= ���������;+!�=��� ��	;�;�=
�

=��;�= "�;�=
�� � $��

���� ;�� �= � ;4� 3! � � ��  �!�

��� ������� "� � �;� ��  �!= �� ��"�� ��

"�;�= A
����;�=

���

� �

�

���;�� 8;�==�
�

� ��	

��;�=

��
�4 �;4� ��;�=� �=

�
�; �2=

���� � �� ��

�� �� ��� �	����� ������ ��

��;�� 7= A �
��

��
B

3

+
� "/��1�� !;�� 7=�

���

; � = 8;�= � ��;�=

��
1�4 �;4� ��;�=� �=�

1� ��� ������� �� ��
��
�� ���� ���� �� ���� ���� ���� �� ; �2= ��	
���
�� ���� �� ��
��
��
�� ��� �	������

����	  �3� ����� ��� �	
���
�� � � 4 �
�  � 4 ���� ����

���4 �;4� ��;�=� �= ;�  ��=

+��

� ��
���

� �

�

� 	

�
��;#� �=���

��;�� �=�#��

B

��
���

��
��
��

� �

�
� �
� ;�� �=��

��
�
�
� ;�� �=

�� 	

�
��
;#� �=�#

�
��
��� A 5;��  ����=� � � ���

$�		�� '���� �� ���	�"�� �� 9 � �� ��"�

�4 �;�� 7� �= A

��
���

� �

�
��� �

� ;#�	�;#� 7==!�7
�
� ;#= B

� �

�
��;#�	�;#� 7==�#

B �

� �

�
�����;#�	�;#� 7==!�#� 3 � � � ��

3+



��������� �� ��"�

�4 �;4� ��;�=� �= A

��

��

��
���

� �

�
�
�

�
� ;#�	�;#� ��;#> �===�	


�;#� ��;#> �==
D���;#> �=�#

B
3

+

��
���

��
��
��

� �

�
��
��
�

�
� ;#�	�;#� ��;#> �===�1	�

�;#=�1	

�;#=� D���;#> �=�#�

���� ����� C���

��� 2�+� �� ��"� �� ��

������

���4 �;4� ��;�=� �=  ;�  ��=
� ��

��

��
���

� �

�
�
�

�
� ;#�	�;#> 4==�	


�;#> 4= D6
�;#=�#

B
3

+

��
���

��
��
��

� �

�
��
��


G� �
� ;#�	�;#> 4==�1	�

�;#> 4=�1	

� ;#> 4=� D6�;#=�#

��� A 5;��  ����=�

����� �	

�;�> 4= A

� 	
� �
;#�	�;#> 4==�#�

����	  �+� �������&%������ 
	�� 	� 1�4 � �� ����
 �

�1�4 �;4� 4� �=���� A +

��
��

��
�������

� �

�

� 	

�
�����;#� �=����

�
;�� �=����

�
;�� �=�#���; �&=

$�		�� ��� ��

��"�� ����"��"�� �� 	�
�� 3 � � � �� � �� �������� � � � �� ��"�� ��

1	�
�;�>�=��! A

��
���

��
��

� 	

�
���

�
;#�	�;#>�==1	 �

�;#>�=��!
D�;#=�#B

��
��

� 	

�
� �
;#�	�;#>�== D�

;#=�#�

��� ������ ��

��"�� ����"��"� �� 4 � � �� �������� ��� �� � � �� ��"�� ��

1�4 �;4� 4� �=���!���! A

��
���

��
��

� �

�
���

�
;#� �=1	 �

�;#> 4=���!
D�� ;#=�#

B

� �

�
���

�
;#� �=1	 �

�;#> 4=���!
D�� ;#=�#

A

��
���

��
�����

� �

�
���

�
�

;�� �=
�� 	

�
� �
�

;#� �= D�
�

� ;#=�#
�
D��

� ;�=��

A

��
���

��
�����

� �

�

� �

�
;���

�
�

;�� �=�
�
�

;#� �=3	�� B���
�
�

;#� �=�
�
�

;�� �=3	��= D�
�

� ;�= D��

� ;#=���#�

32



��������� �� ��"� �� ��
����'����� ���� �� ��

������

�1�4 �;4� 4� �=����

A
��
���

��
�����

� �

�

� �

�
;;���

�
�

;�� �=�
�
�

;#� �=3	�� B���
�
�

;#� �=�
�
�

;�� �=3	��=
����#

A +
��
���

��
�����

� �

�

� 	

�
;
��
���

���
�
�

;�� �=�
�
�

;#� �==
��#��

A +
��

�������

��
�����

� �

�

� 	

�
����

�
�

;�� �=�
��
�

;#� �=����
�
�

;�� �=�
��
�

;#� �=�#��

A +

��
�������

��
��

� �

�

� 	

�
�����;#� �=����

�
;�� �=����

�
;�� �=�#���

����

� �� ��

 ���	
�� �� 	���� �� ������� 3�3�

$�		� 	� ���	��� 3�3;+=� L���� ; �2=� �� ��"�


�� "�;�= A 3

+

��


���;�� 8;�==

�
B

��;�=

��
�4 �;4� �;�=� �= B

3

+

��
����;�=

���

�
�

1� �� ���� ���� ����� �� ����	��� ��	������ �� ������ ��� �� ��"�� �� $����  �3� �� ��
��

 ��"� �� ����	��� ��	������ �� ��� ����

'���� 8 �� ������ �� ; � = ��� ����
�� �

�
/�;�  ��=� �� ��"���8;�= /�1

�4 �;4� 4� �=;�  ��=
�� A 5;��  ����=�

'���� 8;��= A 4� �� ��  ��� �� ��Æ����
� ���

 �� ��"�

���;� 8;�== A ��	;
��
���

3

'
� "/��;8;�=�==�

��������� �� ��"�

; �0=
��
��
���;�� 8;�==

�
B

/��;�  ��=
�

+
�1�4 ;4� 4� �=����

�� A 5;��  ���=�
��� ��
����'����� ���� �� 1�4 �� ��"�� �� $����  �+� ��������� �� ��"�


�� "�;�= �
�

;�  ��=
�

 ���
�1�4 �;4� 4� �=���� B

;�  ��=

��
�4 �;4� ��;�=� �= B

3

+

��
����;�=

���

�

A
3

+

;�  ��=
�

���

��
�������

��
��

� �

�

� 	

�
�����;#� �=����

;�� �=����
;�� �=�#��

B
;�  ��=

�

+���

��

��

� �

�

� 	

�
�
;#� �=�
�

��;�� �=�#��

B
3

+

;�  ��=
�

���

��
�������

��
��

� �

�

� 	

�
� �
;�� 4=��� ��;#� �=�������

�
;�� �=�#��B

3

+

��
����;�=

���

�
�

3 



���� �� �������� �� ;3�0=� �� ��"�


�� "�;�= �
�

;�  ��=
�

+���

�
����	��

��;�
��;�� �==�#�� B 3

+

��
����;�=

���

�
�

���� �� ��"� ;3�32=�
����

� �� ��
��
�� "�;

�
�=� ���� �� ��"� �� ����	��� ��	������ �� �� ������ �����

������ 	�
������
�� $� � A �� B 
 ��
��
� ���� �� ����	��� ��	������ �� 
 �	 � ������

����� �� ��"�� �� ��

����

��;�=�� A ��;
�
� B


(�
/�
=

�(�
/�

�
�
;"�;

�
� B


(�
/�
= B 
�"�;

�
�==

3�
+!

��	
�

/�

+


 (�
/�

��
B


/�
2


 (�
/�

��
B


�/�
 


 (�
/�

���	
�

A
�
3 /�

2/
���
�


;(�  2(= B 
�
� /��
36/��

(�  
 /��
2/��

B
/�
 /��

�
(�

B

 /��

+/��
B

2/�
+/��

B
�/�
+

�
(� B 
�"�;

�
�=
�	

�;(=�(

A
�
3 


/�

2/
���
�

��;(= B 
�
/��

36/��
��;(= B 
�


 /��
+/��

 /�
 /��

�
��;(= B 
�


/��
+

�
��;(=

B 
�;"�;
�
�=

/��
36/��

��;4=

 /��
+/��

 /�
 /��

�
��;4=


/��
+

�
��;4==

	

�
�

/�
+!
�

��	;(�

+
=�(�

����� ��� ' � �� ��� ������ 	�
������
� ����

��;= A �  3�

��;= A �  2�

��;= A �  0� B 2�

��;= A �  3&�� B  &��  3&�

'���� �� �� 	������
�� ������� �� ��"�

3 A

� �

��
��;�=�� A

� �

��
��;
(=
�(�

��� ��������
�� �� ������ 	�
������
� ��	
���� �

��
��;(=

3�
+!

��	;(�

+
=�( A 4� ' 
 3�

��� �� ��"�

"�;
�
�= A

/��
36/��

��;4= 

 /��
+/��

 /�
 /��

�
��;4= 


/��
+

�
��;4=�

���� ���	
��� �� 	���� �� ������� 3�3�

3&



��� ����	��� ��	������ �� �� 	������
�� ������ �� 
 ����� ������ 	�
������
� �� ��"��
�� ��

����

������	��  �2� #	� ���� ( � �� ��� � A �� B 
 ��
��
� 
 � ;4� 3!� #	� �
  
 4� ����� �� �

�	
���
� � � 4 ���� ����

���
�

+!
�

/�
��	;

(�

+
=��;�=

�
3 


/�

2/
���
�

��;(= B 
�
/��
36/��

��;(= B 
�

 /��
+/��

 /�
 /��

�
��;(=

B
�

/��

+

�
��;(=

	��� � 
��� 
 � ;4� 3!� ( � � �  !�

� ��������
	 �����
�� �� 	�� ���
���

1� ��� ������� �� 	��"� ������� 3�+� ���� �� 	��"� �� ��

����� �������

������� &�3� "� ������ 	�
� ;� = ��� � ��
��� ��;�=� � � � �
� ���

"�;�= A ;+!
�=��� ��	

�;�=


�
�
��;�=� � � ��

"� ������ ���� ����� ��� �	
���
�� � � �� �� � 4 �
� $� � 4 ���� ����

��"�;�= ��
���

"��;�=

��
�� � ��


����� � � ����$�!�

�
� ������ ���� ��� �
��� ��
���	
 � �������� ��;= � 4�  � ;���$�!� "� ���
� � E � � � �

�;�;== A
�

+
�

%�
�� � �� ������� �
������
�� � �� ���� ���
��� ���
 ����� ��� �	
���
�� $� * $� �
� ��� ����

���� ��� ����� 	� ��� ���� 	���	
 �������� �	��	��
��

����+! ��	;
�;$=


�
=��;��$= 
&�


���;$=




�
"�;$=);$=�+� ;
�$=

��� � ��

����


 � ;4� 3!� $ � ����$�!�

�����

+� ;
�$= A
�

�����������
��������

/��;���;$==

/���;���;$==

&��;�
��;$=,
=

&�;���;$=,
=

����;&�3=

���� /�� � �;�= �� ����
 �

;&�+= /��;= A

�
���

3

;� B 3=N;3 �=N


 �

�

����
�;= � 
 �

�

���
:�;=�

�����

;&�2= :�;= A "��;�;==�
�;=� ' � ��  � ����$�!�

30



�� ��"� �� ��

������

����	 &�+�

:�;
�
�= A 3�

$�		�� '����

3 A

� �

��
��;�=�� A

3

;+!
�=���

� �

��
"�;�= ��	;�;�=


�
=���

�� ��"�

3 A
3

;+!=���

� �

��
"�;�;
�== ��	;��

+
=��;
�=���

'���� �� ���� ���� ���� �� �������� �%��� �� 
��� �� 
 � 4� �� ��"� "�;�;4==�
�;4= A 3�

$�		� 	� ���	��� &�3� �� ��� ��"��� �� "�
�� �� � ��

 �	��� ��� �� 	����

��;��$= A G��;��$= B+�;$�=�

�����

G��;��$= A

� ��

�
;� $=��;�=�� A

� ��

�
;� $=


 3

+!
�
� �
� ��	;�;�=


�
="�;�=���

���

+�;$�= A %�	�
� ;� =$ E 	�

� ;� = � $�!�

'���� �;�;== A ��

� � �� ��"�

G��;��$= A

� ������

�����
;�;=$=


 3

+!
�
� �
� ��	; �

+
�
="�;�;==�

�;=��

$� :�;= A "�;�;==�
�;= ��� G$� A

�
� ;�

��;$�= ���;$==� ,����  A 
( B ���;$=� �� ��"�

��	

���;$=�

+
�
�
G��;��$=

A

� ���

�



�;
( B ���;$==$

� 3�
+!

��	

(�

+
 (���;$=




�
:�;
( B ���;$==�(�

�� �����

G:���;= A K"���;�;==�
�;= A

��
���

:�;=

���

�� �
�� �����

G����;��$=

A ��	

���;$=�

+
�
� � ���

�



�;
( B ���;$==$

� 3�
+!

��	

(�

+
 (���;$=




�
G:���;
( B ���;$==�(�

38



���� ���� ���� ������� ��� �� � 4 ���� ��

��	

���;$=�

+
�
���� G��;��$= G����;��$=

��� � ��

�����

'�������;�;
( B ���;$==$= G:���;
( B ���;$==
�
�����

��������

/��;���;$==
�����(��
��� � ��


����

$ � ����$�!�

�� ��"������	;�;$=


�
= G����;��$=

�
�����

��������

/��;���;$==
����� 3�
+!

&��


���;$=




���� � +
����

$ � ����$�!�

��� ��� Æ � 4� �� ��"�

+�;$�= � %�	�
� ;� =>	

�
� ;� = � $�!

� %�	�
� ;� =

��Æ !Æ� ;	�
� ;� = � $�=

��Æ�

��������� �� ��"�


��
���


� 
��+�;$�= � 
��
���


�;3 Æ= 
�� � ;	�
� ;� = � $�= A ;3 Æ=�;$�=�

?�� �� �;$�= � �;$�=� �� ��"�


�� ��	
���


� 
��+�;$�= * �;$�=�

��� ������� ) ������ �� ;3�38= ��� �� ����� ��

;&� = );$= A ��;���;$== A

 �

�$
���;$=

���
�

���� �� ��"� ��� ���������

����

� �� 	��"� ������� 3�+�

$�		� 	� ���	��� 3�+� ���� �� �������� ��"�� �� ;&�3=� �� ��"�

+�;
�$= A 

/���;�

��;$==

/���;���;$==

&�;�
��;$=,
=

&�;���;$=,
=
B 
�

/���;�
��;$==

/���;���;$==

&�;�
��;$=,
=

&�;���;$=,
=
B 
�

/���;�
��;$=,
=

/���;���;$=,
=
�

��� ������ ��� ���� ����"��"�� �� � � ���;$= ��� ��"�� �� ��

���E

��

�$�
�;���;$== A );$=)�;$=�

��

�$�
�;���;$== A );$=)�;$=� B );$=�)��;$=�

36



L���� �� �������� �� /�� ��"�� �� ;&�+=� �� ��� ��
��
�� /���� /���� /���� /��� ��	
���
� �� ��

����

/���;�
��;$== A "�;$=);$=��

/���;�
��;$== A "�;$=);$=��

/���;�
��;$== A "��;$=);$=� B

2

+
"�;$=);$=�)�;$=�

/���;�
��;$== A

3

+
"���;$=);$=� B +"��;$=);$=�)�;$= B

8

0
"�;$=);$=�)�;$=�

B
+

2
"�;$=);$=�)��;$=�

���� �� ��"� ��� �������

 ��������
	 �����
�� �� 
���
�� !���
�
�
��

1� ��� ������� �� ��

 	��"� ������� 3�2� ����� �� ����� ����� �������� 7�� ' � ��
������"�
� ��

7�;= A &�;=�;0�3=

7���;= A '7�;= B 7��;=7�;=�

�� ����� �� ������� � E �4� 3! � � � � ��

;0�+= �;�� �= � ���;��;�==�

����� � �� ������ �� ;3�39=� ��� 	��	����� �� � ��� ��"�� �� (		����� (� ���� �� ��"� ��
��

������

���������� 0�3� ��� ������� 
	���� �	���������� 	� ���� 	���	
� ��� ����
 �� �	��	���

-�� ;��$= A

;$  ��=

���;$=
�
�

��	

� �������

�

3

�
&�;�;��

���;$=



==��

�
� $ � ���

����

;;
�$= A ;3 B+;
�$=;3 B  ;$== 3�

�����

+;
�$= A

�
+! ��	; ���

��
=��;��$=


/���;���;$==&�;���;$=,
=
 3�

�
�

 ;$= A
���;$=/���;�

��;$==

;$  ��=
 3�

+ �
�  �������� �	��	��
� �����������'

;0�2=
��+;
�$=+� ;
�$=

�� � �
� �

�
�


��
����

�

 ;$= A 4�

39



$�		�� '���� ������� &�3 ���

��	
���

&�;=

&�;=
*�

�� ��"� ;0�2=� L���� 
O���	��
O� ��
�� �� ��"�


��
���

���;$=/���;�
��;$==

$  ��
A ��;��="�;

�
�= A 3�

)� �������� �� +� �� ��� ������ �� "�
�� �� ��

 �	��� ��

��;��$= A �;���;$=,
=���;$=/���;�
��;$==;3 B+;
�$==�

I� �� ���� ����� �� "�
�� �� ��

 �	��� ����� �� �����
 ����
 �� ��"�� ��

� A ;$  ��=�

$  ��

-
�
�

�
�

��������� �� ��"�

�

$  ��

-
�
�

�
A ;3 B  ;$==;3 B+;
�$==�


���;$=




�
�

L���� �� �������� �� � ��"�� �� ;0�+= ��� $���� (� � �� ��"� ��� ���������

?�� �� ��

 ��"� �� ����	��� ��	������ �� ��	
��� "�
��
�����

������� 0�+� #	� �
 � � �� ����� �� � �	
���
� � � 4 ���� ���� ��� �����	��� ����
��	

	� ������� �	���������� ������ �	��	��
��

���� 
;$  ��=

���;$=
�
�

���
-� ;��$= ��	

� ��
���

;� ;
�$=���

;'B 3=N
7���;

���;$=



=
���� * �;
B �$  ���=����

$ � ����$�!�

����

;0� = ;� ;
�$= A ;3 B+� ;
�$==;3 B  ;$== 3�

�����

 ;$= A
���;$=/���;�

��;$==

$  ��
 3�;0�&=

$�		�� L���� $���� (� � �� ��"�

� �

��

�� 3
�
&�;�;�� �==

���
	��

A 7�;�=� ' 
 3�

+4



���������

���� �������

�

3

�
7�;�;��

���;$=



==�� 

��
���

� ���� ����

�

7�;�=

'N
;� 3=���

���
�
���� �������

�

3

�
7�;�;��

���;$=



==�� 

� ���� ����

�

3

�
7�;�;��

���;$=



==��

���
B
���� ���� ����

�

3

�
7�;�;��

���;$=



==��

��
���

� ���� ����

�

7�;�=

'N
;� 3=���

���
� ���;;
�$=  ;� ;
�$=� B ���;� ;
�$=�� � �;
B �$  ���=� �

����

� �� 	��"� ������� 3�2�

����	 0�2� ��� ����������� 	� )� "�� "� �� � ��� ����
 �� �	��	���

);��= A
3�
/�

�
)�;��=
);��=

A +

2

/�
/�

�
)��;��=
);��=

A
33

9

�/�
/�

��
 2

+

/�
/�

�

"��;
�
�=

"�;��=
A

/�
/�

�
"���;

�
�=

"�;��=
A /���

�/�
/�

��
B

2/�
/�

�

"�;
�
�=

"�;
�
�=

A
3

/�

�
/���

+
B

+

2

�/�
/�

��
 2

 

/�
/�

�
�

����� /�� ;� A 3� +� 2= ��� ����
 � ;2�&=�

$�		�� '����

�;�;== A
3

+
��

��� ��;= � 4� �� ����"��"�� ��� ��"�� ��

 A ��;�;==��;=�

3 A ���;�;==��;=� B ��;�;==���;=�

4 A ����;�;==��;=� B 2���;�;==��;=���;= B ��;�;==����;=�

4 A ���;�;==��;=� B 0����;�;==��;=����;= B 2���;�;==���;=�

B  ���;�;==��;=����;= B ��;�;==���;=�

����������� �����

��;��= A 4� ���;��= A
3

��
� ����;��= A +��

���
� ���;��= A 0��

���
B

3+���
���

�

�� ��"�

��;4= A
�

��� ���;4= A
+

2

��
��

� ����;4= A
�
��
0

;9����  6���=�

+3



����	 0� � ��+�;
�$= +�
�;
�$=

�� � �;
B �$  ���=���� ;$=  �;$=
�� � ��$  �����

�����

+�
�;
�$= A


;$  ��=�
/�

�
/���

&

0

�/�
/�

��
B

2

 

/�
/�

	&�;�
��;$=,
=

&�;���;$=,
=

B

�

/�

�/���
+
 3

+

�/�
/�

��
B

3

+

/�
/�

	&�;�
��;$=,
=

&�;���;$=,
=
B


�

/�

�
/���

+
B

+

2

�/�
/�

��
 2

 

/�
/�

	
�

�
�

 �;$= A
�
3

2

�/�
/�

��
B

3

 

/�
/�

B
/���

+

	
;$  ��=

��

$�		�� �� ��

 ��
��
�� ���� ���� �� +� ��"�� �� ;3�36=� ���� $���� (�3� �� ��������
&�,&� ��� &�,&� ��� ������� ���"�� '���� �� ��� ��� �� 5;
= ��� ���� ���� ��� 5;
�=�
� �� ������ � ��
��
�� �� ��� ����� �� $ �� �� ��� ��� ��� 4� ����� �� �� ���� �����
L���� $���� 0�2� �� ��"�

/���;
�
�=

/���;
�
�=

A 4�

��� �� ��� ����"��"� �� ��"�� ��

�

�$

/���;�
��;$==

/���;���;$==
A );$=

�"���;$=

"�;$=
B
�"��;$=

"�;$=

��
B

2

+

)��;$=

);$=
B

"��;$=

"�;$=

)�;$=

);$=

	
�

��� ��� $���� 0�2 ������ �� ��"�

/���;�
��;$==

/���;���;$==
�
�

;$  ��=�
/�

�
/���

&

0

�/�
/�

��
B

2

 

/�
/�

	
�

/���;�
��;$==

/���;���;$==
�
�

3

/�

�/���
+
 3

+

�/�
/�

��
B

3

+

/�
/�

	
�

/���;�
��;$==

/���;���;$==
�
�

3

/�

�
/���

+
B

+

2

�/�
/�

��
 2

 

/�
/�

	
�

�� ��� ��
��
��  ;$= �� �� ���� ��� ��� �� ��"� ��� ����
��

$�		� 	� ���	��� 3�2� L���� ;0� = �� ��"�

;�;
�$= �
�
+�
�;
�$= B  �;$=

'���� +�
� ���  � ��� ������ ����� �� 
�$� �� ��"�

��
���

;�;
�$=���

;'B 3=N
7���;

���;$=



= �

�
;+�

�;
�$= B  �;$==&�;
���;$=



=�

��� �� ��"� ��� ����
�

++



" #��$�%� �������

1� ��� ������� �� ��"� �� ������	������� ������ ��� ����
 ��� �� ��	������ ��"�� ��
������� �3 !� 5������ �3&!� ��%�������#������ �6! ��� �3+!�

�� �����

<;�= A

� �

�
; �=�;=��

���������� 8�3� #	� ���� � � �� ��� $� A �� B 
 ��
��
� 
 � ;4� 3!� #	� �
  
 4� ����� �� �

�	
���
� � � 4 ���� ���� ��� ����� 	� � ���� 	���	
 	� ������ $�� ������� � �������� �	��	��
��

���%�;	�
� ;� =$�=�! 
�

/�

�
<;�= 


/�

2/
���
�

��;�=�;�= B 
�
/��

36/��
��;�=�;�=

B 
�

 /��
+/��

 /�
 /��

�
��;�=�;�= B 
�


/��
+

�
��;�=�;�=

	��� � 
��� 
 � ;4� 3!� � � � �  !�

$�		�� ��� ����	��� ��	������ �� �� 	������
�� ������ �� ��"�� �� C���

���  �2� '����� �

�
; �=��;=�;=� A ����;�=�;�=� ' 
 +�

�� ��"� ��� ���������

���� �����
� ��������� ��� �� �����
� ��"�� �� �3+!� �� ��� ��
��
�� �� ��	
��� �����

"�
��
�� �� �� ���� ��� �� �� 	���� �� �3+! ������� 3�3�

���������� 8�+� #	� ���� � � �� ��� $� A �� B 
 ��
��
� 
 � ;4� 3!� #	� �
  
 4� ����� ��

� �	
���
� � � 4 ���� ���� ��� �����	��� ����
��	
 	� ��� ������� 
	���� �	������� ��������
�	��	��
��

���-� ;��$�=



 3�

/��

�
3 


/�

2/
���
�

� B 
�
��3

0

/��
/��
 3

 

/�
/��

�
�� B

/��

+
 3

2

/��
/��

B
3

 

/�
/��

�	���;8�3=

� 
��� 
 � ;4� 3!� � � � �  !�

���	�
 8�2� ��� ���
�� ��	������ �� ;3�+4= � �� ������ ����� �� ��"�� ��

��� $�  ���
+�;$�=�

 3�
/��

�
3 3

2

/�
/�
;$�  ��= B

�3
0


/�
/�

��  3

 

/�
/�

�
;$�  ��=

�
	��� A 5;�$�  ����=�

���� �� ��"�

-� ;��$�=



� $�  ���

+�;$=�

�
3 B 
�

�/��

+
 3

2

/��
/��

B
3

 

/�
/��

�	
;8�+=

A
$�  ���
+�;$=�

;3 B+�;
� 
�
�==�

(� �� ��� �� �� ��� ������� �		
���� ��� �����
� ��� '()* ����
 �� ����� '()* �����
��

+2



& '������

1� ��� ������� �� �		
� ��� ����
� � ���� %���� ����
��

��� ����� 	���
���
� �����

�� ������ �� ��

����� ����
� $� - E � � �� �� � ����� ������� ����� ����"��"�� �� ���
����� ��� �������� $� 0 �� ��������� �� �"�
��� �������� ������ �� �4� � !�

�	�;�= A 
0;�=-;	�;�==��	�

	�;4= A ��

1� ��� ���� �� ��� ��
"� �� ������ �� ��

������

�;�= A
3

+P

�� �

��

�

-;=

��
�

�����

P A

� �

�
0�;�=���

���� ������� ������ 	�� � �� ��"�� ��

�;�= A
3

P

�� �

��

�

-;=

� � 	

�
0;�=���

�� ��� ����
� ��
��
�� �� ���Æ������

�� A -;�=
�P� �� A

2

+
-;�=

�-�;�=P�� �� A
�6
2
-;�=

�-�;�=� B
+

2
-;�=

�-��;�=
�
P��

� A
�3
+
-;�=

�-�;�=� B
3

+
-;�=

�-��;�=
�
P�� ���;�= A

3�
P

�� �

��

�

-;=

�
�

���� ����� ������� 3�3 ��� ������� 3�2 �� ��� ��
��
�� �� ������ ������� ��� ��	
���
�����
 "�
��
����� �� �

����� ���� ������

��	���� 6�3 ���� ������� ���� �� �� �� ���� 0;�= � 6 ���

-;= A ��

��� ���� ���� ��� ��"�� ��

P A 6��� �� A ��� P� �� A
2

+
=����� P�� �� A

+

2
;=�  = B  =����� P��

� A ;=�  =

+
=����� P�� ���;�= A

=;3 B ==

+6������
�

���;�= A

��
�

��
�

�
���������

�

���
�

;= �A 3=

��
�

��; �

��
= ;= A 3=�

+ 



��	���� 6�+ �����	��� ���������� ���� �� �� ���� 0;�= � - ���

-;= A )B ;3 )=��

.��� ���� ��� ��"�� ��

P A -��� �� A ��P� �� A
2

+
��)P

�� �� A
6

2
��)

�P�� � A
3

+
��)

�P��

���;�= A
3�
P

� �

��

�

)B ;3 )=�
A

3

)
�
P

��;

)� B ;3 )=�
�

=�

���;�= A
3 B ���;�=)

�
P

P;)� B ;3 )=�=�
�

)
��%�'���
�� ����
 �� �� ���� ) A 3� �� 	����� � ��������
 ����
� �� �� ����	���
��	������ �����
� ���	����� ��� ���
����
 ��
�����

10%

11%

12%

13%

14%

15%

16%

17%

18%

19%

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
Strike

Im
pl

ie
d 

no
rm

al
 v

ol

Asymptotic Formula
Analytic Formula

������ 3E 1�	
��� "�
��
�� ���
� �� ���	
���� ��:������ ����	��� ��	������ "� ���
��� ��
��
��� ��� � A 3�4� ) A 4�&� - A 4�3&� � A 34�

��� ���� ����

�� ��"������ �� ��

����� ����
 ����� �� ��

�� '()* ����
�

�	�;�= A 
6�;�=-;	�;�==;>�� ;�= B
�

3 >��?;�==�

�6�;�= A 
�6�;�=�� ;�=�

	�;4= A �� 6�;4= A 6�

���� ����
 ��� ��"������� �� ������#�����$�������%���������� � ! ��� �3+!� 1� �������
2�3 �3+!� �� ��"� �� ������ ������� �� ��

����

�;�= A
3

+���

��;

�
3 +>@ B @�  >B @

3 >
=� A

Q;@;�==�

+���
�

+&



�����

@;�= A  �

6

� �

��

�(

-;(=
�

���� �� 	�������� ��� ��"�� ��

�� A 6�-;�=
��� �� A

2

+
-;�=

�6�;6-�;�= B �>=� ��

�� A
�6
2
6�-;�=

�-�;�=� B
+

2
6�-;	�=

�-��;�= B 0�>-;�=
�-�;�=6�

B +��>�-;�=
�6� B

+

2
6�-;�=

���
�
� ��

� A
6�-;�=

�� �

+

�
6�;-�;�=� B -;�=-

��;�== B  �>6-�;�= B ��
�
�

���;�= A
3

�
�
�


��;

�
3 +>@;�= B @;�=�  >B @;�=

3 >
=�

�� 	����� � ��������
 ����
� �� �� ����	��� ��	������ �����
� ���	����� ��� ����
C��
� ����
����� ���� �� ������ -;= A � �

10%

12%

14%

16%

18%

20%

22%

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
Strike

Im
pl

ie
d 

no
rm

al
 v

ol

Asymptotic Formula
Monte Carlo

������ +E 1�	
��� "�
��
�� ���
� �� '()* ����
� ����	��� ��	������ "� ���� C��
� �����

���� ��� � A 3� 6 A 4�3&� = A 4�&� � A 4�+� > A 4�+� � A 34�

(		
���� �� �����
� ;8�+= ��� '()* ����
� �� �����

-� ;��$= A
$  ��
+�;$=�

�
3 B

�+-;�=-��;�= -�;	�=
�

+ 
6� B

3

 
>�6-�;�= B

+ 2>�

+ 
��
	
�
�
�

���� �� �
��� �� ���� �� �������
 '()* �����
� ��"�� �� � !�

+0



������
�

� (��	
� ���	�
���

1� ��� ������� �� ��"������ ���� 	��	����� �� �������� ������ �� '����� 3� ���� �� ��������
&�� ' 
 4 ������ �� ;3�30=�

����	 (�3� ��� ��
���	
� &� ���� ��� �	��	��
� ��	��������

;3= &�;= � 4�  
 4�
;+= 
���	� ���&�;= A 'N�

;2= ��	
�

�
&�;=

&�;=
*�� ' 
 3�

$�		�� ;3= �� ���� � ����%� �� 	��"� ;+=� ,���� � A (

&�;= A

� �

�
��	; ��

+�
 �=;

�


=�

��


A

3

���

� �

�
�� ��	;�  ��

+�
=��

���� �� %���


��
�	����&�;= A

� �

�
������� A 'N�

��� ��

����� �� ���� � ����%�

����	 (�+� ��� ��
���	
� �&�� ������ ��� �	��	��
� �������
�� ������	
��
&���;= A &�;= B '&���;=�

&��;= A &���;=�

��	���� (�2� &� ;4 � � � 2= ��� ��"�� �� ��

���E

&�;= A ��	;
�

+
=

� �

�
��	;(�

+
=�(�

&�;= A &�;= B 3�

&�;= A ;� B 3=&�;= �

&�;= A ;� B 2=&�;= B � B +�

?�� �� �������� �� ������� � � ��;�4� 3! � ��= ������ �� ;0�+=�

����	 (� � ��� '&����� ������
�����	
 	� 
�� �;�� �= ���� ������� �	 � �� ����
 �� �	��	���
"� ���
� 7 �
 ()�*+�


 �

��

��

�� �;�� �= A

3

��
7�;�;�� �==� � � �4� 3!� � � 4�

����� 7� � ���4��!� ' 
 3 ��� ����
 �
�������� �� �	��	��'

7�;= A &�;=�

7���;= A '7�;= B 7��;=7�;=�

+8



$�		�� 1� �� ���� ' A 3� ����� �;�;�� �== A ��;�=� �� ��"�

��

��
;�� �= A

�;�;�� �==

�� �;�;�� �==
�

'����

� �;= A ; 3

B B

&�;=

&�;=
=�;= * 4�  � 4�

�� ��"�

7�;= A
�;=

� �;=
A
�
3 B � B 

&�;=

&�;=

���
A &�;=�

1 �� ���� � ����% �� 7� � ��;�4��!= ��� 7�;= � ��;�4��!=� �� ��"�

�

��

�� �;�� �= A

3

�
7�;�;�� �==�

'����

�

��


 3
��

7�;�;�� �==
�
A

3

����


'7�;�;�� �== B 7��;�;�� �==7�;�;�� �==�;�� �=
�
�

� �� ���� � 	��"� ��� 
�����

) ��� 
���
�� !���
�
�
�� �� ��� ���
���

1� ��� ������� �� ������� ���� �� ��	
��� "�
��
���� ��� �� ���� $ * ��� �� ����� ��
������� "�
�� �� � 	� �	��� �� ���%� ��� $ ��� ������ � ��

��;��$= A %�;$ 	�
� ;� ==

�!

'���� �� ��"� 	����

 	����� �� ��	
��� "�
��
�� �� �� 	� �	��� �� �� ���� �� �� ��	
���
"�
��
�� �� � ��

 �	��� ��� ���%� ��� $ ��� ������ � � '����

��;��$= A %�;	�
� ;� = ;$==�! A %�;;	�

� ;� = ��= ;;$  ��===�!

1 �� ������ � ������� �� �� ���� �� A 4�
$�  A ;�� � � � � �= � �

� � �� ����� K A ;�� �� � � � � �=� �� ����� K	�;�= A K	�;�=� ����
�� ��"�

� K	�
�;�= A

��
���


 K� �
� ;��

G	�;�==��
�;�= B K� �

� ;�� G	�;�==��� 3 � � � ��

�����

K� 

� ;�� = A

�
� �

� ;�� K= ;3 � � � �=

� 

� ;�� K= ;3 � � � �� � �A 3=�

'���� �� ��������� *��������� ����� K��
;�� = A
�

���
GK� �
�
GK� 

� �� ��"�� ��

K���;�� = A ���;�� =� K���;�� = A ���;�� = ;� �A 3=� K��
;�� = A ��
;�� = ;�� � �A 3=�

�� ��"�
K�� A ��� K�� A ��� K�� A ��� K� A ���

��������� ������� 3�3 ��� ������� 3�2 ��

 ��
� ��� $ * ���

+6



*������	��

�3! (������� *� ��� ������� 7� .� ;396&=� #	�
����	
� 	� ,����
���� +�� .��� )��R�����

�+! )������%�� ��� )����� 7�� ��� �
����� 1� ;+44 =� -	�����
� ��� ������� �	������� �
 ��	����&
��� �	������� �	����� C���� ,��� (		
� ����� &8� ���� 34� 32&+�3282�

�2! )����� 7� �� ;396 =� ����� .������	
� �
� ��� ,�������
 -�������� )��%�������)�����
)�����

� ! ������ ,� '�� ��������� -� .� ;3999=� /�������
� 0���� 1	����������� (		
� ��� �������
0� 3 8�3&8�

�&! ������ ,� '�� #���� -�� $�������%�� '� ��������� -� .� ;+44+=� ,�
���
� ����� �����
��
�� 36� ��� 33� 	���� 6 �346�

�0! ������$�����/���� ,� ;+44&=� 2 3�
���� 2����	��� 4������ 1	������� �	� %�	������� 1	�����&
�� ,	����� 	��	���� ''*?�

�8! 7���%�
� ,� ��� #����� (� ;+448=� 2
 �����	��� #5 	���	
 �	����� �
 ��� ��	�� �����
�
���	� ������ �	���� ��
��� 	���� 8 �6 � ����� +448�

�6! #������� ?� ��� ��%������� (� ;+443=� ��� �����	��� ����
��	
 ����	��� �	 ��� �����&
��	
 	� �
������ ���� �	
��
��
� ������� ���������
 ������� 33� 338�3&3�

�9! #����%�� '� ��� I��R���� 5� ;+448=� 2 6����� 	
 ��� 2����	��� /���
��	
 	� ��
���
��
���	
 	� "��
�� ��
���	
���� �� 	��	�������

�34! #����%�� '� ��� '����%� -� �� ;396 =� 2��������	
� 	� ,�������
 ��������� $��� 4� ,���
�������� �� �� ��������� 1����� '��	� �� '������� (��
����� #��� ��� #���� 396+�
��� �� #� 1�� +83�204� #���%������ ��%���

�33! #����%�� '� ��� '����%� -� �� ;3993=� $������ 2����	���� 	� -�����
 "��
�� #�
���	
����
7� ����� (��
�� 99� 3�8 �

�3+! I��R���� 5� ;+440=� ��� �����	��� ����
��	
 �	����� 	� ������� �	������� �	� �
����
%206 �	��� �
� #5 ����� �	���� 	��	���� ��� L��"����� �� ��%���

�32! '����%���� 1� ;+44 =� %�	������� 2
������ (������� ���������
 '������

�3 ! �������� '� ;3968=� 2
����� 	� "��
�� ��
���	
��� (,�������
 ��������+ �
� ��� ���������	

�	 ���� ���
���� (��� ,������ 3&� 3�29�

�3&! 5������� ?� ;399+=� 2����	��� /���
��	
� 	� ,������ �������		� /������	�� �	� %����

.�����	
� ��� ��� ���	� 	� ,�������
&"���
���� ,������
�� ������ ��� *�
��� ���
���
J�
 9+� 		�+8&�233�

+9



Preprint Series, Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo

UTMS

2006–35 Hongyu Liu , Masahiro Yamamoto and Jun Zou: Reflection principle for
Maxwell’s equations and an application to the inverse electromagnetic scattering
problem.

2007–1 Eiichi Nakai and Tsuyoshi Yoneda: Some functional-differential equations of
advanced type.

2007–2 Tomoya Takeuchi and Masahiro Yamamoto: Tikhonov regularization by a re-
producing kernel Hilbert space for the Cauchy problem for an elliptic equation.

2007–3 Takayuki Oda: The standard (g,K)-modules of Sp(2, R) I – The case of prin-
cipal series –.

2007–4 Masatoshi Iida and Takayuki Oda: Harish-Chandra expansion of the matrix
coefficients of PJ Principal series representation of Sp(2, R).

2007–5 Yutaka Matsui and Kiyoshi Takeuchi: Microlocal study of Lefschetz fixed point
formulas for higher-dimensional fixed point sets.

2007–6 Shumin Li and Masahiro Yamamoto: Lipschitz stability in an inverse hyperbolic
problem with impulsive forces.

2007–7 Tadashi Miyazaki: The (g, K)-module structures of principal series represen-
tations of Sp(3, R).

2007–8 Wuqing Ning: On stability of an inverse spectral problem for a nonsymmetric
differential operator.

2007–9 Tomohiro Yamazaki and Masahiro Yamamoto: Inverse problems for vibrating
systems of first order.

2007–10 Yasufumi Osajima: General asymptotics of Wiener functionals and application
to mathematical finance.

The Graduate School of Mathematical Sciences was established in the University of
Tokyo in April, 1992. Formerly there were two departments of mathematics in the Uni-
versity of Tokyo: one in the Faculty of Science and the other in the College of Arts and
Sciences. All faculty members of these two departments have moved to the new gradu-
ate school, as well as several members of the Department of Pure and Applied Sciences
in the College of Arts and Sciences. In January, 1993, the preprint series of the former
two departments of mathematics were unified as the Preprint Series of the Graduate
School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo. For the information about
the preprint series, please write to the preprint series office.

ADDRESS:
Graduate School of Mathematical Sciences, The University of Tokyo
3–8–1 Komaba Meguro-ku, Tokyo 153-8914, JAPAN
TEL +81-3-5465-7001 FAX +81-3-5465-7012


