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Abstract. Let U/k be a smooth affine curve on an algebraically closed field of
characteristic p > 0. We show that the higher direct image by proper smooth
maps over U are overconvergent and quasi-unipotent in the sense of [5]. We
deduce from this fact a p-adic formula for the Hasse-Weil L-function of an
abelian variety over a function field in one variable of constants F,. Finally
we prove (without the algebraically closed assumption on k) that any overcon-
vergent isocrystal over U extending to some F-crystal on the compactification
X endowed with the log-structure induced by the divisor X \ U is unipotent and
give then a comparison of both cohomology with compact support.

Introduction. Soient U/k une courbe affine et lisse sur un corps algébriquement
clos de caractéristique p > 0, X/k une compactification lisse de U et f : V — U
un morphisme propre et lisse. En utilisant un critere de surconvergence dont
I'idée initiale revient a de Jong (cf [6,5]) et grace aux résultats (locaux) de
Kedlaya ([8], [9]), nous montrons que les images directes supérieures R’ f,Oy
sont surconvergentes (répondant ainsi dans le cas d’une courbe affine et lisse a
une conjecture de [1]) et quasi-unipotentes (au sens de [5]). En particulier, leurs
groupes de cohomologie sont de dimension finie et verifient la dualité de Poincaré.
On en déduit d’autre part une formule cohomologique p-adique de la fonction de
Hasse-Weil d’une variété abélienne sur un corps de fonction algébrique en une
variable de corps des constantes F,. Pour finir, nous montrons (sans supposer
le corps k algébriquement clos) que si un F-isocristal ET sur U provient d’un
F-cristal E sur X7, le log-schéma déduit de X en considérant la log-structure
associée au diviseur X \ U, alors celui-ci est unipotent et on a :

Hi

rig,C

(U, E") ~ H!

cris,c

(X*,E)® Q.

Je tiens enfin a remercier K. Bannai, S. Matsuda, Ochiai T. et les professeur
K. Kato et B. Le Stum avec lesquels j’ai pu profiter de fructueuses conversations.

(a) Notations. Soit k& un corps algébriquement clos de caractéristique p.
On note W l'anneau des vecteurs de Witt de k, O une extension finie de W
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et K (respectivement K') le corps des fractions de W (resp. ). Pour une
indéterminée T, on notera :

H={a=5,3 aT" ai€ K’ |a;] =0 (i > —00)}.

HT = {a € H| |a;|r* — 0 (i — —o0) pour un certain 0 < r < 1}.
E={a=3Y"2aT a; € K', sup;|a;| < oo, 375 a;T" € H}.
E={aec&l Y, 5 aTt € H}

€ (resp. £T) est un corps de valuation discréte complet (resp. un corps de
valuation discréte hensélien) de corps résiduel k((T)) . ‘H (resp. £ est fidelement
plat sur H' (resp. £7) et on a :

HcEet H =ETNH.

Notons R 1'un des anneaux H, H', £ ou £7. Alors R est muni d’un endomor-
phisme Frobenius ¢ et d'une O-dérivation (cf [13]):

d:R — wgr:=R.dI[/T.

Rappelons ([13]) qu'un (¢, V)-module sur R consiste en la donnée d’'un R-module
libre de rang fini Mz muni d’une connexion O-linéaire :

V:iMzr — Mr Q@ wpr

telle que V(ax) = da ® = + aV(x) pour tout a € R et toutx € Mg. Le module
est d’autre part muni d’'un endomorphisme o-linéaire :

¢: Mr — Mg
tel que ¢(Mp) engendre My et :
(x) Vo= (0®¢)V.

Quitte a choisir une base (e = 1,...,e,) de Mg, on peut associer a V (resp. a
¢) une matrice C € M,(R) (resp. A € GL.(R)) et la relation (*) est alors
équivalente a :

(xx) 8(A) + CA = 6(a(T))/o(T) Ac(C),
ot § = T.(dT/T).

(b) 1l existe également une interprétation géométrique des (¢ — V)-modules.
Ainsi les (¢ — V)-modules sur H correspondent aux F-isocristaux convergents
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sur Pi \ {0}/K’ et ceux-ci proviennent d’un F-isocristal surconvergent sur la
méme base si le (¢ — V)-module sur H descend & un (¢ — V)-module sur H' (cf
[2,2.5]). D’autre part on a un foncteur restriction :

Jrig + F — Iso(P} \ {0}/K") — (¢, V) — modules sur &,

qui consiste via l'interprétation précédente pour tout (¢ — V)-module sur H My
a lui associer son extension des scalaires My ®u E.

Proposition Soit My un (¢ — V)-module sur H. On note Mg le (¢ — V)-module
sur £ obtenu par extension des scalaires. Alors My descend a HT si et seulement
si Mg descend a ET.

Démonstration. L’assertion est clairement nécéssaire. Il suffit donc de montrer
qu’elle est suffisante. Le (¢ — V)-module M7, descend donc par hypothese a un
(¢ — V)-module sur £ que nous notons Mgi. Nous descendons tout d’abord le
module My & HT. Remarquons tout d’abord que la fleche canonique :

EN@pyt H— &

est un isomorphisme. L’injectivité est claire. D’autre part, on peut écrire tout
élément a := Zfz a; T* de € sous la forme a = Z(ioo a; T + ZIFOO a;T" = h+e,
ouh€Hetec &N Lélément 1@h+e®1 € ET @yt H est alors un antécédent
de a. On note i : My — Mg et j: Mgr — Mg. Alors My := i(My) N j(Mgt)
a une structure de H' module et la fleche canonique :

Myt @301 € — MY,
est un isomorphisme. En effet,
Myr @t ET = My @t ET N Mgy Rt £t
Or My @yt EV = My @1 E = Mg = Mgt ®¢t € = Mgt @yt H. Dot
Myt @yt ET = Mgt @yt HN Mgt @t ET = Mgt @t H' = Mg+
On montre de méme que :
My @yt H >~ M.

De plus My+ est libre de méme rang que My puisque H est fidelement plat sur
HT.

D’apres la description précédente des (¢, V)-modules, il reste a descendre a
HT les endomorphismes ¢ et Vy associés aux matrices C et A tels que ceux-ci
vérifient la relation (**). Par hypothese, il existe un endomorphisme ¢¢+ tel que

et Qgt £ = P @ E = dPg¢.
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11 suffit de prendre ¢yt = ¢¢| M,,; - Grace & la fidele platitude de H sur HT, ¢y
est 'unique fleche telle que ¢yt @pt H = ¢ et dpt Dyt ET = ¢gt. 11 est alors
clair que la fleche ainsi définie est inversible. On descend de maniere analogue
la connexion et on verifie que (¢, Vayi) vérifie la relation (**) puisque c’est le
cas pour (Pgt, Ver) et (@, V).

(c) Nous avons montré quun F-isocristal convergent Mg sur Pi \ {0}/K’
provient d'un F-isocristal surconvergent M sur la méme base si le (¢, V)-module
associé sur € descend & ET. Nous allons & présent étendre ce critére de surcon-
vergence au cas d'une courbe affine et lisse U/k. La surconvergence étant de
nature locale, nous pouvons travailler sur un recouvrement ouvert de U. Plus
précisément, soit (X;); un recouvrement ouvert de la compactification X de U
tel que chaque X; ne contienne qu'un point x; de D et soit (U; := X; NU); le
recouvrement associé sur U. On se ramene de cette maniere au cas oll on a un
plongement ouvert U <— X de courbes lisses tel que X \ U soit réduit & un point
. On peut de plus supposer que U est affine tel que U = SpecAy.

Sous cette hypothese, soit A/W une algebre lisse relevant Ag. Alors il
existe d’apres [4,3] une section locale T' d’un relevement propre et lisse de X se
réduisant a un parametre local en x et une extension finie plate et integre O/W
telles qu’on ait une injection Ax — Ag(x), avec

“+oo
Ap(z) ={a = Z a;T"| a; € K',a convergeant pour 0 < |T'| < 1}.
1>—00
On en déduit une injection Ax — &, (ou 'indice = de £ signifie que I'indétermi-
née T correspond au point x € D). Et ainsi, puisque que &, est complet, cette

derniere induit une injection Ax — &,. Notons R, I'anneau de Robba des séries
convergeant sur une couronne r < |T'| < 1 pour un certain . On a par définition

El =R, NE,.
Alors d’apres [5,7.3], on a une injection canonique de

Al = im I(V,Oy) — imI(VNjz[, Ov) = R,

ou la limite inductive est pris sur 'ensemble des voisinages stricts de |U| dans
| X[. De cette maniere on a en fait un carré commutatif :

~

AK — 53:
1 T
A}( — &l
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ol A}( = &l N Ag d’apres [3,4.7.2]. D’autre part, on a un carré commutatif :

U — X

! !
PL\{T=0} < P}

induisant le carré commutatif :

Hg; — AK
T [
HI — A}(

On en déduit que le morphisme canonique :
5; ® Al A kK — &
est surjectif puisque le morphisme composé :
&l @ Ho — &} =) Ak — &,

I’est comme nous ’avons vu précédemment. Il est de plus injectif en tant
qu’extension des scalaires de l'inclusion canonique £ C &, par le morphisme
fidelement plat A}( — AK. Si on se donne un F-isocristal convergent M sur
U, celui-ci correspond & la donnée d'un (¢, V)-module Mg sur Ag. On montre
alors de maniere analogue a la proposition que celui-ci est surconvergent le long

de z si et seulement si le (¢, V)-module Mg sur &, induit par Mg descend a
er.

Revenons au cas général : soit un F-isocristal convergent E sur U. Si la
restriction de E a chacun des U; vérifie la condition précédente, on obtient alors
pour tout i, un F-isocristal E! sur U; surconvergent le long de {z;} = X; \ U;.
Les F-isocristaux surconvergents sur chaque (U; — X;) satisfont la condition
de recollement de [2,2.3.2,(iii)] sur U et se recollent ainsi en un F-isocristal
surconvergent sur U. En effet, il suffit de vérifier que pour tout i et j, les
restrictions de ElT et E]T a U, ; == U;NUj coincident. Mais EZT|UJ et E]T U, ; sont
des isocristaux sur U; ; — X; N X; = U, j, i.e. des isocristaux convergents sur
Ui ; qui coincident puisqu’ils sont tout deux restrictions de £ a U ;.

Théoreme 1. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p, U/k
une courbe affine et lisse et f : V. — U un morphisme propre et lisse. Alors
les F-isocristauxr convergents Rif*OV/K de [11] sont surconvergents et méme
quasi-unipotents.

Démonstration. Soit X une compatification lisse de U et pour tout x € D =
X \ U, soit T la section locale correspondant & z comme en (c). Puisque la for-
mation des isocristaux R’ f, Oy K est compatible aux changements de base arbi-
traires ([11,3.7.1]), on vérifie que le (¢, V)-module sur &, induit par R'f.Oy/ g
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correspond d’apres (b) au F-isocristal Rifx,*OVz/K/ sur k((T))/K’, ou V,, est le
schéma s’insérant dans le carré cartésien :

Va — V
| |
Speck((T)) — U

On doit alors montrer d’apres la proposition que ce dernier descend & £ pour
tout © € D, ce qui résulte de [9,théoreme 6.1]. On déduit de plus de [9,6.1]
que pour tout z € D, le (¢, V)-module sur &, Rifx,*OVz/K/ est en fait poten-
tiellement semi-stable, i.e. descend a O[[T]], aprés une possible extension de
base finie. La seconde assertion résulte alors de [8] ou il est démontrer que cette
notion coincide avec celle de quasi-unipotence de [5].

Corollaire 1. Sous les hypothéses du théoréeme, on note Ej le F-isocristal sur-
convergent d’isocristal convergent associ€ R' f«Oy k. Alors les K-espaces vecto-

riels Hy', (U, El) et H, (U, E1) sont de dimension finie et on a un accouplement

parfait :
H", (U, E})x H:™(U,ElY) - K.

r1g,C rig

Démonstration. L’assertion résulte du théoreme 1, de [5,10.2] et de [5,9.5].

Corollaire 2. Soient F' un corps de fonction algébrique en une variable, de
corps des constantes Fy, C/F, la courbe propre et lisse de corps des fonctions F et
Arp/F une variété abélienne. Si Ap/F a bonne réduction, on pose S =l’ensemble
vide, sinon S est un ensemble fini de points fermés de C', contenant les points de
mauvaise réduction de Ap/F tel que C'\ S := U soit affine. Il eziste alors un
schéma abélien AJU relevant Ap/F. On note U := U XF, F, et A/U le schéma
abélien. Alors le cristal de Dieudonné de A/U se prolonge en un F'—isocristal
surconvergent sur U, noté D(A)T et la fonction de Hasse-Weil de A/ F restreinte
au points fermés de C'\ S, notée Ls(Ar/F,t) est rationnelle et on a l’expression
sutvante :

s(Ap/F,t) = Hdet 1—td, H,, (U, DAL

19,C

Démonstration. La surconvergence de D(A)T résulte du théoreme 1, 'expression
comme fonction méromorphe de [7] et la rationalité du corollaire 1.

(d) Nous finissons par une remarque permettant de réinterpréter la notion de F-
isocristaux réguliers de [10], i.e. de F-isocristaux surconvergents sur U provenant
de F-log-cristaux sur X (a isogénie pres), en terme d’unipotence. Nous reprenons
les notations précédentes en supposant cette fois que k£ est un corps parfait de
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caractéristique p (nonAnécéssairement algébriquement clos). Pour tout x € D,
on note D, := SpecOx , et on munit celui-ci de la log-structure image inverse
de celle sur X induit par le diviseur D. Le log-schéma associé est noté D,

L’ ouvert de D¥ sur lequel cette log-structure devient triviale est U, := U N
D, = SpecFrac(Ox ;) (si U = P\ 0, U, = Speck((T))) et on a le diagramme
commutatif :

u, — U
! !
D, — X

Si X' /W est un relevement propre et lisse de la courbe X/k, on a :

Oxa[1/p) = O[T][1/p] C €.

On voit ainsi que la notion de F-log-cristaux définie a isogénie pres sur DI est
équivalente a celle de (¢, V)-modules sur O[[T]][1/p] ou la connexion est a pole
logarithmique.

Pour tout & € D, on peut associer & un F—isocristal ET surconvergent sur
U un (¢, V)-module sur &) par I'extension des scalaires A}( C &I On déduit
alors de [8] (voir aussi [14,4.2.1,(2)]) que ET est unipotent si et seulement si pour
tout x € D, le (¢, V)-module sur & associé descend & O[[T]][1/p]. D’autre part,
la construction de [10] peut étre décrite sous nos hypotheses de la fagon suivante
: soit (U;); (resp. (X;)i) le recouvrement de U (resp. de X) construit en (c) et
pour tout i, A; (respectivement B;) un relevement lisse de ’anneau structural de
U; (resp. X;). Soit E un F-cristal sur X#. Sil’on note Xi# Pouvert de X# défini
en prenant la log-structure image inverse de celle de X7, alors le F-cristal E| x#

correspond & un (¢, V)-module sur B; olt la connexion est & pole logarithmique.
On a alors d’apres [14,6.1.1] :

L(Xa)) = (A nO[TID[L/p] — Ailt/p] N T = Al[1/p]

et le F-isocristal Ej sur U; surconvergent le long de z; est obtenu par I’extension
des scalaires : R R

B; =T(X;) - T(X:[) — Al[1/p].
On vérifie que les différents ElT se recollent sur U en utilisant le fait que les | ,#

se recollent sur X#. On peut alors montrer qu’on a un diagramme commutatif
de foncteurs :

F-cristaux sur X# — F — Isoct(U)
! l

F-cristaux sur DY — (¢, V) — modules sur &}
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En effet par fonctorialité de la construction de [10], il suffit de voir que le carré
obtenu en remplacant X# par X 1# et U par U; est commutatif, ce qui est trivial
d’apres notre description locale du foncteur de [10]. En particulier, si un F-
isocristal ET surconvergent sur U provient d’un F-cristal sur X#, alors ET est
unipotent.

Question. Existe-t-il un sous-anneau F, de &} tel que la catégorie des (¢, V)-
modules sur .7-"; corresponde moralement a la catégorie des F-isocristaux surcon-
vergent sur k(t)?

Pour résumer, nous avons donc démontré :

Théoreme 2. Soient k un corps parfait de caractéristique p, U/k une courbe
affine et lisse, X /k une compactification lisse et X¥ [k le log-schéma de schéma
sous-jagent X et dont la log-structure est induite par le diviseur D := X \ U.
Alors limage essentielle du foncteur de [10]

F-log-cristaux sur X# — F — Isoc' (U)

est constituée de F-isocristauz unipotents. En particulier, si ET est un élément
de cette image essentielle provenant d’un F—log-cristal E sur X#, on a :

g T ~ FT? #
Hrig(U’E ) - Hcris(X 7E) ® Q
¢ N ~ H? #
Hrig,c(U’E ) - Hcris,c(X 7E) X Q

Démonstration. La premiere assertion résulte de (d). La deuxieme a été démon-
trée dans [10] et enfin la derniere résulte de la précédente assertion ainsi que de
la dualité de Poincaré a coefficients dans le cas rigide ([5]) et log-cristallin ([12]).
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