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楕円超幾何函数 (級数) は 2000 年前後から系統的に研究されるようになった比較的新

しい研究対象である. 超幾何函数の三角化・楕円化を考察することにより, 超幾何函数の

変換公式や和公式に対する系統的な理解が可能となる. 一方, Painlevé 方程式の差分化の

研究の中で, 坂井秀隆氏によって，有理曲面に由来する離散 Painelvé方程式の幾何学的枠

組みが導入されたのも, ほぼ同じ時期である. その坂井のリストの中で最も大きな対称性

を持つものが, 表題の楕円 Painlevé 方程式である (E(1)
8 型アフィンWeyl群対称性). 間

もなく, この楕円 Painlevé 方程式が楕円超幾何函数で表される特殊解のクラスを持つこ

とが明らかとなり，楕円超幾何函数に対して，非線型特殊函数としての新しい視点がもた

らされることになった．(この事実は, Painlevé 方程式 PVI が Gauss の超幾何函数で表

される特殊解を持つことに対応する.)

本集中講義の前半では, 超幾何級数の楕円化に関する話題を取り上げ, 多重楕円超幾何

級数の変換公式・和公式や, 楕円超幾何級数に関連した Padé 補間の問題などを紹介する.

後半では, 楕円 Painlevé方程式を含む高次元的な枠組みとして, 射影空間の点配置空間へ

の Cremona 変換群の双有理作用と, それに由来する「楕円 Cremona 系」を考察する. こ

のような系は, 適切に τ 函数を導入することにより, ある種の非自励的広田・三輪方程式

で記述される. その応用として, 楕円 Painlevé 方程式の場合に, 楕円超幾何函数で表され

る特殊解のクラスを明示的に構成する方法を紹介する.


