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剰余体が完全な局所体の拡大については古典的な分岐理論がある [4], [2]. 剰余体が完全という
仮定をおとすと, 分岐のようすにはわからないことがまだまだ多い。A.Abbés氏との共同研究によ
り, 分岐群のフィルトレイションを定義することができたので, これを紹介する。詳細は [1]を参
照してください. 同じような考えに基くフィルトレイションの定義が, 藤原 一宏氏により与えら
れている。彼の定義に示唆された部分が大きいことを記しておく。

1. 古典理論の復習.
ここではKを剰余体 F が完全体であるような完備離散付値体とする。F の標数を pで表わし,

GKでKの絶対Galois群Gal(K̄/K)を表わす. GKには分岐群のフィルトレイションとよばれる閉
正規部分群の減少族 (Gv)v∈Q,≥0が定義されている. これの定義はここでは省略する. 分岐群のフィ
ルトレイションのおもな性質を復習しておく. v ∈ R,≥ 0に対し, Gv =

⋂
v′≤v G

v, Gv+ =
⋃
v′≥v Gv′

とおく.
1. KurをKの最大不分岐拡大とし, KtrをKの最大馴分岐拡大とする. 剰余体 F が有限なら

ば, Kur = K(ζm, p � |m)である. K の素元を πとすると, 一般にKtr = Kur(π1/m, p � |m)である.
Kur, Ktrと対応するGK の閉正規部分群をそれぞれ惰性群, 暴惰性群とよび I, P で表わす. 商群
GK/Iは剰余体 F の絶対Galois群GF と, I/P は lim←− p�|mμn(F̄ ) とそれぞれ標準的に同一視される.

P は pro-p群である.
このとき I = G0, P = G0+である. また

⋂
v>0G

v = 1である.
2. v > 0を正の有理数とすると, 部分商Gv/Gv+ はAbel群でかつ p倍すると 0である. v > 0

が無理数ならばGv = Gv+である.
3. �を pとことなる素数とする. �進表現 ρ : GK → GLQ�

(V ) の Swan導手を Sw(V ) =∑
v>0 v · dim(V Gv+

/V Gv
)で定める. このとき Sw(V )は整数である. Sw(V ) = 0であるためには V

への P の作用が自明であることが必要十分である.
4. Kの剰余体 F が有限体であるとする. このとき局所類体論の相互写像K× → Gab

K は, 同型
O×
K → ImIをひきおこす. 正の有理数 v > 0に対し, Gv

KのGab
K への像は, nを n− 1 < v ≤ nをみ

たす整数とすると, 1 +mn
K ⊂ O×

Kの像と一致する.
5. Cを体F上の射影非特異代数曲線とし, FをCの密な開部分スキーム上のスムース �進層とす

る. 点 v ∈ C−Uに対し, KvをCの関数体のvが定める付値に関する完備化とする. Fが定めるGKv

の �進表現の Swan導手を SwvFで表す. このときFのEuler数χc(UF̄ ,F) =
∑2

q=0 dimHq
c (UF̄ ,F)

について, Grothendieck-Ogg-Shafarevichの公式

χc(UF̄ ,F) = χc(UF̄ ,Q) · rank F −
∑

v∈C−U
deg v · SwvF

がなりたつ.
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6.　 LをK の有限次分離拡大とする. 連続関数 ψL/K : R≥0 → R≥0で, Gv
K ∩ GL = G

ψL/K(v)

L

が任意の v ∈ R≥0 についてなりたつようなものが存在する. ψL/Kのグラフは折れ線で下に凸であ
る. L/Kの分岐指数 eL/K が pでわれなければ, ψL/K(v) = eL/K · vである.
これからF が完全体という仮定ぬきでフィルトレイション (Gv)v∈Q,≥0を定義する. このフィル

トレイションについて, 上の各性質は次のようになっている.
1. そのままでなりたつ.
2. なりたつことが期待されるが, まだ示されていない. 無理数 vについてはGv = Gv+である

ことがわかっている.
3. わかっていない.
4. 高次元局所類体論について同じようなことがなりたつことが期待されるが, わかっていない.

一般にGab
K には加藤によりフィルトレイションが定義されている [3]. これは, (Gv)v∈Q,≥0の定義を

修正したものが誘導するものと一致することが期待される. しかし, これもわかっていない.
5. 高次元の多様体上の �進層について同じような式が得られることが期待されるが, これも全

くわかっていない.
6. なりたたない. ただし, eL/Kが pでわれず, 剰余体の拡大が分離なときには, (Gv)v∈Q,≥0の定

義を修正したものについてこれがなりたつことがわかっている.

2. フィルトレイションの定義
以下Kは剰余体 F が完全とは限らない完備離散付値体とする.
まず絶対Galois群GKにフィルトレイションを定義するには, ファイバー関手にフィルトレイ

ションを定義すればよいということを説明する. ファイバー関手

F : (K上の有限エタール環) −→ (GKの連続な作用つきの有限集合)

とは, 有限エタール環 Lに対し, F (L) = HomK(L, K̄) = {K上の環の準同型 L→ K̄}を対応させ
るものである. N をGKの閉正規部分群とすると, F の商関手FN がFN(L) = F (L)/Nとおくこと
により定まる. 逆に FN から次のようにしてN を復元できる.

補題 F → F ′を関手の射で次の 2条件をみたすものとする.
(1) 任意の Lについて F (L)→ F ′(L)は全射.
(2) F (L)→ F (L′)が全射であるような任意の射 L′ → Lに対し, 図式

F (L) −−−→ F (L′)
⏐⏐�

⏐⏐�

F ′(L) −−−→ F ′(L′)

において F ′(L′)は余ファイバー積.
このとき

N =
⋂

L:F (L)→F ′(L)は同型

Ker(GK → AutF (L))

とおくと, 関手 F ′は商関手 FN と標準同型である.

この補題により, GKにフィルトレイション (Gv)v∈Q,≥0を定義するには, ファイバー関手F につ
いて, 補題の条件 (1),(2)をみたす関手の射の族 (F → F v)v∈Q,≥0を定義すればよいことがわかる.
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関手の射の族 (F → F v)v∈Q,≥0を定義する. まずK上の有限エタール環 Lに対し,

F (L) = HomOK
(OL, OK̄) = lim←− vHomOK

(OL, OK̄/m
v)

であることに注意する. ここでmvはOK̄ のイデアル {a ∈ OK̄ |ordKa ≥ v}であり, 付値 ordKはK
の素元の付値が 1となるものである. するとF v(L) = HomOK

(OL, OK̄/m
v) とおけばよいように思

えるが,この右辺は無限集合なので,標準射F (L)→ F v(L)は全射になりえない. そこで右辺に幾何
的な構造をもたせ, 右辺そのもののかわりに, 右辺の連結成分のなす集合 π0(HomOK

(OL, OK̄/m
v))

として F v(L)を定義したい. これは, リジッド幾何の概念を使って次のようにしてできる.
記号をいくつか導入する. X = Spec OLとおく. F (L)はX の OK̄ 値点の集合X(OK̄)と等

しい. OLの OK 上の生成系 Z = (z1, . . . , zn)をとり, 環の全射 OK [X1, . . . , Xn] → OL を定める.
P = Spec OK [X1, . . . , Xn]とおくと, これは閉埋め込みX → P を定める. P (OK̄)は半径 1の閉球
の下部集合である. 次の図式を考える.

F (L) = X(OK̄) −−−→ X v
Z −−−→ P (OK̄)

⏐⏐�
⏐⏐�

X(OK̄/m
v) −−−→ P (OK̄/m

v).

ここでX v
Zはファイバー積として定義し,それが下部集合であるようなアフィノイド多様体と同一視す

る. たての射P (OK̄)→ P (OK̄/m
v)のファイバーは閉球だから,もし連結成分の集合π0(X(OK̄/m

v))
が定義できるとすると, それはアフィノイド多様体X v

Z の連結成分の集合 π0(X v
Z) と標準的に同一

視できるはずである. この集合 π0(X v
Z) は実際Lと vだけで定まり, 生成系Zのとりかたにはよら

ないことが示せる. そこでF v(L) = π0(X v+1
Z )とおき, 関手F vを定める (+1に注意). 上の図式の射

F (L)→ X v
Z は, 関手の射 F → F vをひきおこす. このようにして, 関手の射の族 (F → F v)v∈Q,≥0

が定義される.
この関手の射の族 (F → F v)v∈Q,≥0がGalois群のフィルトレイションを定めることを示すには,

これが補題の二条件をみたすことを確かめればよい. このために, 全射OK[X1, . . . , Xn] → OL の
核 IZ の生成系 (f1, . . . , fn)をとる. 環OLは完全交叉なので, OLの生成系と IZ の生成系の元の個
数を同じにとれることに注意しておく. f1, . . . , fn ∈ OK [X1, . . . , Xn]は,　射 f : P → Anを定め
る. 図式

X(OK̄) −−−→ X v
Z −−−→ P (OK̄)

⏐⏐�
⏐⏐�

⏐⏐�f

{0} −−−→ (mv
K̄

)n −−−→ On
K̄

= An(OK̄)

において, 二つの四角はともにカルテシアンである. 関手の射F → F v が補題の条件 (1)をみたす
ことを示すには, 図式の真ん中たての射X v

Z → (mv
K̄

)n が開かつ閉写像であることを示せば十分で
ある. これは射 f : P → AnのAnの原点における完備化が, 有限平坦であることから導かれる. 詳
細は省略する. 補題の条件 (2) も同じような方法で示される. 剰余体 F が完全な場合には, ここで
定義したフィルトレイション (Gv)v∈Q,≥0は, 古典的なものと一致する.

3. logフィルトレイション
上で定義したフィルトレイションよりも, log構造まで加味して定義したフィルトレイション

(Gv
log)v∈Q,≥0 の方が良い性質をもつと期待される. これが, 第 1節の終わりでのべた性質 4,6をみ
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たすために必要な修正である. (Gv)v∈Q,≥0 と (Gv
log)v∈Q,≥0 は, Gv−1 ⊃ Gv

log ⊃ Gvをみたす. 剰余体
F が完全な場合には, Gv

log = Gvである. フィルトレイション (Gv
log)v∈Q,≥0 を定義するには, 上と同

様に補題の条件 (1),(2)をみたす関手の射の族 (F → F v
log)v∈Q,≥0を定義すればよい. 以下 F → F v

log

の定義を簡単に説明する.
Kの有限次拡大Lや分離閉包 K̄の整数環OL, OK̄は自然な log構造をもつ. OK̄の log構造は商

環OK̄/m
vの log構造をひきおこす. 以下これらの環はこの log構造をもつものとし, X = Spec OL

を logスキームと考える. F (L)は logスキームXのOK̄値点の集合X(OK̄)と等しい. P をOK上
logスムースな logスキームとし, X → P を exactな閉埋め込みとする. 次の図式を考える.

F (L) = X(OK̄) −−−→ X v
log −−−→ P (OK̄)
⏐⏐�

⏐⏐�

X(OK̄/m
v) −−−→ P (OK̄/m

v).

ここで X v
logはファイバー積として定義し, それが下部集合であるようなアフィノイド多様体と同

一視する. たての射P (OK̄)→ P (OK̄/m
v) のファイバーは連結であることが示せる. 第 2節と同様

に, 連結成分の集合 π0(X(OK̄/m
v)) が定義できるとすると, それはアフィノイド多様体 X v

log の連
結成分の集合 π0(X v

log) と標準的に同一視できるはずである. この集合 π0(X v
log) は実際 Lと vだけ

で定まり, 閉埋め込みX → P のとりかたにはよらないことが示せる. そこで F v
log(L) = π0(X v

log)
とおき, 関手 F v

logを定める. 上の図式の射 F (L)→ X v
logは, 関手の射 F → F v

logをひきおこす. この
ようにして, 関手の射の族 (F → F v

log)v∈Q,≥0が定義される. これが補題の条件 (1),(2) をみたすこ
とも上と同様に示せる. 詳細は省略する.
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