
proper射の謎　斎藤　毅

定義 1 スキームの射 f : X → Y が properであるとは，f が分離かつ有限型であり，さ
らに任意の射 Y ′ → Y に対し，f の底変換X ×Y Y ′ → Y ′ が閉写像であることをいう．

これが，EGAの proper射の定義である．proper射は，次の定理に典型的に現れるよう
な，有限性と強く結びついた重要な概念である．

定理 2 f : X → Y がネーター・スキームのproper射で，Fが連接OX加群層ならば，す
べての自然数 q ≥ 0 に対し，高次順像Rqf∗F も連接OY 加群層である．

しかし，定義 1をみただけでそれがどういう意味のものかわかるだろうか．proper射
の合成は properであり，閉埋め込みは proper であり，射影空間束からの標準射も proper

である．したがって，射影多様体は定義体上 properなことがわかる．でもそれだけだっ
たら，projectiveな射だけ考えてもよさそうである．Grothendieckは，はじめ proper な
多様体は射影的なことを示そうとしたらしいが [6]，反例が広中により構成されている [8,

Appendix B, Example 3.4.1]．
proper射の一つの解釈は，コンパクト性の類似というものである．

定義 3 位相空間の連続写像 f : X → Y が proper とは，任意の位相空間 Zに対し，f ×
idZ : X × Z → Y × Zが閉写像であることをいう．

これは，[2]の定義である．Serreは [10]で，これをChevalleyの射的定義とよび，ブル
バキのこの部分の原稿を自分が書いたと書いている．位相空間Xがコンパクト（ブルバキ
風には準コンパクト）であるための条件は，一点からなる空間 P への連続写像X → P が
properなことである．確かに，定義 1と定義 3はよく似ている．定義 3以前には，proper

射は [1]で次のように定義されていた．

定義 4 局所コンパクトハウスドルフ空間の連続写像 f : X → Y が proper とは，Y の任
意のコンパクト集合Aに対し，逆像 f−1(A)がコンパクトであることをいう．

位相空間の連続写像 f : X → Y に対し，f が定義 3の意味で properならば，定義 4の
条件がなりたち，Xと Y が局所コンパクトハウスドルフ空間ならば，逆もなりたつ．
定義 3はChevalleyによる次の定義 [5] をなぞったものである．

定義 5 代数多様体の射 f : X → Y が proper とは，任意の代数多様体 Z に対し，f ×
idZ : X × Z → Y × Zが（Zariski位相に関して）閉写像であることをいう．

Chevalleyは [5]で，Y が一点からなる場合に，X → Y が properであることはX が
Weilの意味で完備であることと同値であることなどを示している．

Grothendieckは，代数的集合に対する定理 2の証明の報告 [7]の中で，代数的集合の射
について次のように定義し，それが定義 5と同値なことを注意している．

定義 6 代数的集合の射 f : X → Y がproperとは，Xのすべての既約成分Xiが f(Xi)上
完備であることをいう．
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整スキームの射 f : X → Y で像 f(X) ⊂ Y が稠密であるものが完備であるとは，関数
体の付値環について proper性の付値判定法の条件をみたすことであるというのが，[4]の
定義である．Grothendieckは [7]で，定義体が複素数体ならば，代数的集合の射がproper

であることは，それがさだめる連続写像が定義 4の意味で properであることと同値であ
ることも注意している．Grothendieckは [6]で，[7]の内容について書いているが，proper

射の定義にはふれていない．
定義 4によるproper射の定義がH. Cartan によるものであることは，[9]の前書きに明

記されている．Cartanは [3, Théorème 4.2]で，名前をつけることなしに，局所コンパク
トハウスドルフ空間の定義 4の条件をみたす連続写像によるコンパクト台コホモロジーの
ひきもどしを考察した．Lerayは [9]で，proper射を定義するとともに，proper層も定
義し，proper射による proper層の安定性を示している．ただし，[9]で定義された層は
後にCartanにより整備された現在の意味の層とは多少違ったものである．

proper射の定義の起源についての謎はだいたい解決したが，properということばにつ
いてはまだ次のような謎が残っている．
・はじめにつかったのは LerayかCartanか？
・はじめに定義されたのは写像に対してかそれとも層に対してか？
・どういう理由でこのことばが選ばれたのか？
・フランス語の propreには，固有という意味のほかに清潔という意味がある．どちら
の意味で使われたのか？
謝辞　 Luc Illusie氏に，手助けいただいたことを感謝します．

参考文献
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(Décembre 1957), SMF.
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