
Fermatの最終定理と楕円曲線　関連年表

Fermatの最終定理 楕円曲線ほか
1637頃? Fermat　余白書き込み
1659以前 Fermat　 4次の場合 y2 = x3 − x

1749 Euler　 ζ(1 − k)の値
1753 Euler　 3次の場合 x3 + y3 = 1

1757 Euler　楕円積分の加法公式
1796 Gauss　正 17角形の作図
1797 Gauss　レムニスケートの等分
1800 Gauss　 j不変量
1825 Legendre　 5次の場合
1825 Abel　 5次方程式の非可解性
1827 Abel　楕円関数論
1832 Galois　Galois理論
1850 Kummer　円分体
1857 Riemann　Riemann面
1859 Riemann　 ζ関数

Eisenstein　 Eisenstein級数
Kronecker　合同関係式
Weierstrass　 ℘関数

1877 Dedekind　楕円モジュラー関数
1914 Mordell　有限生成
1937 Hecke　Hecke作用素
1930?-52 Hasse-Weil　 L関数
1955-64? 谷山・志村　楕円曲線の保型性
1963? Birch−Swinnerton-Dyer　BSD予想
1977 Mazur　等分点
1983 Faltings　Mordell予想
1986 Frey　 Frey曲線 y2 = x(x − a�)(x − b�)

1987 Ribet　 Fermatの最終定理を 谷山・志村予想に帰着
1994 Wiles(-Taylor) 証明
1999 Breuil-Conrad-Diamond-Taylor

　谷山・志村予想を証明
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Fermatの最終定理
nを 3以上の整数とする．方程式 xn + yn = znの整数解 (x, y, z) = (a, b, c) は，自明

なものしかない．つまり，a, b, cのどれかは 0であるものしかない．
nが 4の場合と，3以上の素数 �の場合とに帰着される．
楕円曲線
方程式 y2 = x3 + ax + bで定義される曲線．ただし，右辺の 3次式は重根をもたな

い，つまり 4a3 + 27b2 �= 0.

Fermat

y2 = x3 − xの解は (x, y) = (0, 1), (±1, 1) しかない．これから nが 4の場合がした
がう．

Euler

n = 3の場合を証明．
曲線 y2 = x3 − xや，x3 + y3 = 1は楕円曲線．
Gauss

cos
2π

17
, sin

2π

17
は，2次方程式を解く操作を 4回繰り返すことによって得られる．

逆三角関数　弧の長さ

Arcsinx =

∫ x

0

1√
1 − x2

dx.

曲線 x2 + y2 = 1のパラメータ表示 (x, y) = (cos θ, sin θ).

レムニスケート (x2 + y2)2 = 2(x2 − y2) の弧の長さ：楕円積分∫ x

0

1√
1 − x4

dx.

楕円曲線 x4 + y2 = 1のパラメータ表示.

レムニスケートの 5等分点の座標は，2次方程式を解く操作を繰り返すことで得ら
れる．
楕円曲線の加法：P, Q ∈ Eをむすぶ直線とEの第 3の交点Rをとり，それの x軸に

関して対称な点を P + Qとおく．
Abel

一般の 5次方程式には，根号を開く操作を何度繰り返しても解けないものがある．
Galois

一般の方程式が解けるかどうかは，その方程式のGalois群で判定できる．
Kummer

方程式 xn + yn = znを (x + y)(x + ζy)(x + ζ2y) · · · (x + ζn−1y) = zn とみて，2通り
の分解と考える．素因数分解がなりたたないことに基づく困難を研究．
素数 � ≥ 3がBernoulli数Bk, (1 ≤ k ≤ �− 3,偶数) の分子をわらなければ，その �に

ついて Fermatの最終定理がなりたつ．Bernoulli数Br は

x

ex − 1
=

∞∑
r=0

Br

r!
xr



で定まる有理数．
Mordell

E(Q)は有限生成Abel群をなす．E(Q)の有限個の元 P1, . . . , Pnで，E(Q)の任意の
元 P が P1, . . . , Pnに加法を繰り返すことで得られるようなものがある．

Mordell予想：種数が2以上の代数曲線Xの有理点は有限個しかない。1983年Faltings

が証明．
Frey

x�+y� = z�の整数解 (x, y, z) = (a, b, c)があったとして，楕円曲線y2 = x(x−a�)(x−b�)

を考え、この楕円曲線が異常な性質をもつことを示す．
谷山・志村
有理数係数の方程式で定義される楕円曲線は，L関数を通じて，保型形式と結びつ

いている．
Hasse-Weil

楕円曲線の L関数．E : y2 = x3 + ax + b, (a, b ∈ Z) 楕円曲線．p � 2(4a3 + 27b2)：
素数．E(Fp) = {(x, y)|y2 ≡ x3 + ax + b mod p} に一点Oを付け加えたもの．ap(E) =

p + 1 − �E(Fp)とおく．

L(E, s) =
∏

p

(1 − ap(E)p−s + p1−2s)−1 × · · · .

Re s > 3
2
で絶対収束．

志村・谷山予想.

L(E, s) =

∞∑
n=1

ann−s とおくと，巾級数
∞∑

n=0

anqnは保型形式である．

志村・谷山予想⇒ L(E, s)は sの整関数．
Riemann

Riemannゼータ関数．素数分布．

ζ(s) =
∏

p

(1 − p−s)−1 =
∑
n=1

1

ns
.

Riemann面．楕円積分
∫

dx√
f(x)

の逆関数を，複素平面の 2重被覆面 y2 = f(x) の

パラメータ表示として考察．
保型形式

巾級数
∞∑

n=0

anqnで，保型性とよばれるある条件をみたすもの．

例：∆(q) = q
∞∏

n=1

(1 − qn)24. f11(q) = q
∏
n

(1 − qn)2(1 − q11n)2.

Eisenstein級数：k ≥ 2　偶数

Ek(q) = 1 +
2

ζ(1 − k)

∑
n

σk−1(n)qn.



σk−1(n) =
∑
d|n

dk−1. ζ(1 − k) = −Br

r
，

ζ(−1) = − 1

12
, ζ(−3) =

1

120
, ζ(−5) = − 1

252
, . . .

∆ =

(
1

12
E4

)3

−
(

1

216
E6

)2

右辺は 3次式 4x3 − 1

12
E4x +

1

216
E6の判別式．

Gk(τ) =
∑

(n,m) �=(0,0)

1

(n + mτ)k

k ≥ 4　偶数とすると，

Gk(τ) =
(2πi)k

(k − 1)!
ζ(1 − k)Ek(e

2πiτ ).

Ribet

谷山・志村が Frey曲線についてなりたてば，Fermatの最終定理は正しい．つまり，
Frey曲線は志村・谷山予想に矛盾する．

Wiles

Frey曲線を含む楕円曲線の集合について，志村・谷山予想を証明．したがって，Ribet

の定理とあわせて Fermatの最終定理を証明．


