
次の例題と問題の記号は共通です．

例題　写像 f, g, p : R2 → R2を

f(s, t) = (s2 − t2, 2st), g(r, θ) = (r2, 2θ), p(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

で定める．合成写像 f ◦ p : R2 → R2を hで表す．平面R2の部分集合A, B, C
を

A = {(s, t) ∈ R2 | s2 − t2 ≦ 1, 0 ≦ t ≦
√
3

3
s},

B = {(r, θ) ∈ R2 | r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ π

6
, r2 cos 2θ ≦ 1},

C = {(q, φ) ∈ R2 | q ≧ 0, 0 ≦ φ ≦ π

3
, q cosφ ≦ 1}

で定める．
1. (r, θ) ∈ R2 に対し h(r, θ)を求めよ．
2. 像 g(R2)と p(R2)を求めよ．
3. 写像 f は単射でないことを示せ．
4. C = g(B)を示せ．

解答
1.

h(r, θ) = f(p(r, θ)) = f(r cos θ, r sin θ) =
(
(r cos θ)2−(r sin θ)2, 2r cos θ·r sin θ

)
= (r2(cos2 θ − sin2 θ), r2 · 2 cos θ sin θ).

2. g(R2) = {(q, φ) ∈ R2 | q ≧ 0}である．右辺をDとおく．(r, θ) ∈ R2 ならば
r2 ≧ 0だから g(R2) ⊂ Dである．逆に，(q, φ) ∈ Dとすると，r =

√
q, θ =

φ

2
とおけば (q, φ) = g(r, θ)である．よって g(R2) ⊃ Dであり g(R2) = Dである．
【注】集合の等式A = Bを示すには，このようにA ⊂ BとA ⊃ Bの両方を示
せばよい．高校までは，集合の包含関係を表す記号として A ⫅ B, A ⊂ Bを
使ったが，大学ではそれぞれA ⊂ B, A ⫋ Bで表すのがふつうである．

(x, y) ∈ R2 の極座標を (r, θ)とすれば (x, y) = (r cos θ, r sin θ) = p(r, θ)
である．よって p(R2) = R2である．
3. f(1, 0) = (12 − 02, 2 · 1 · 0) = (1, 0)と f(−1, 0) = ((−1)2 − 02, 2 · (−1) · 0) =
(1, 0)は等しいから，f は単射でない．
4. (r, θ) ∈ Bとすると，r2 ≧ 0, 0 ≦ 2θ ≦ π

3
, r2 cos 2θ ≦ 1だから，g(r, θ) ∈ C

である．よってC ⊃ g(B)である．
逆に (q, φ) ∈ Cとし，r =

√
q, θ =

φ

2
とおくと，r ≧ 0, 0 ≦ θ =

φ

2
≦ π

6
,

r2 cos 2θ = q cosφ ≦ 1 だから，(r, θ) ∈ B である．(q, φ) = g(r, θ)だから
C ⊂ g(B)であり，C = g(B)である．



問題 1 　写像 f, g, p : R2 → R2を

f(s, t) = (s2 − t2, 2st), g(r, θ) = (r2, 2θ), p(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

で定める．合成写像 f ◦ p : R2 → R2を hで表す．平面R2の部分集合A, B, C
を

A = {(s, t) ∈ R2 | s2 − t2 ≦ 1, 0 ≦ t ≦
√
3

3
s},

B = {(r, θ) ∈ R2 | r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ π

6
, r2 cos 2θ ≦ 1},

C = {(q, φ) ∈ R2 | q ≧ 0, 0 ≦ φ ≦ π

3
, q cosφ ≦ 1}

で定める．
1. 合成写像の等式 f ◦ p = p ◦ gを示せ．
2. 像 f(R2)を求めよ．
3. 写像 gと pは単射でないことを示せ．
4. Aを図示せよ．
5. A = p(B)を示せ．
6. f(A) ⊂ R2を求め，図示せよ．



1. (r, θ) ∈ R2 として
f(p(r, θ)) = p(g(r, θ)) (1)

を示せばよい．左辺は例題 1より

f(p(r, θ)) = (r2(cos2 θ − sin2 θ), r2 · 2 cos θ sin θ)

である．右辺は

p(g(r, θ)) = p(r2, 2θ) = (r2 cos 2θ, r2 sin 2θ)

だから，倍角公式より (1)の右辺と左辺は等しい．
2. f(R2) = R2を示す．(x, y) ∈ R2として (x, y) = f(s, t)をみたす (s, t) ∈ R2

があることを示せばよい．(x, y) = f(s, t)は x = s2 − t2, y = 2st である．
x2+y2 = (s2−t2)2+(2st)2 = s4−2s2t2+t4+4s2t2 = s4+2s2t2+t4 = (s2+t2)2

だから，s2 + t2 =
√

x2 + y2.

よって (x, y) ̸= (0, 0)ならば s =

√√
x2 + y2 + x

2
> 0, t =

y

2s
とし，

(x, y) = (0, 0)のときは (s, t) = (0, 0) とすればよい．
3. g(1, 0) = (12, 2 · 0) = (1, 0)と g(−1, 0) = ((−1)2, 2 · 0) = (1, 0)は等しいか
ら，gは単射でない．

p(0, 0) = (0 · cos 0, 0 · sin 0) = (0, 0)と p(0, 1) = (0 · cos 1, 0 · sin 1) = (0, 0)
は等しいから，pも単射でない．

4. 双曲線 s2 − t2 = 1と直線 t =

√
3

3
s の交点を求める．t =

√
3

3
sを s2 − t2 = 1

に代入すると (1 − 1

3
)s2 = 1だから，s2 =

3

2
で (s, t) = (±

√
6

2
, ±

√
2

2
)（複号

同順）．

よって O = (0, 0), P = (1, 0), Q = (

√
6

2
,

√
2

2
)とおくと，Aは線分 OP ,

OQと双曲線 s2 − t2 = 1 の P とQの間の部分で囲まれた領域．（図は省略）
5. (r, θ) ∈ Bとすると，(s, t) = (r cos θ, r sin θ) とおけば，s ≧ 0, t ≧ 0, t ≦

tan
π

6
·s =

√
3

3
s, s2−t2 = (r cos θ)2−(r sin θ)2 = r2(cos2 θ−sin2 θ) = r2 cos 2θ ≦

1 だから (s, t) ∈ Aである．よってA ⊃ p(B)である．
逆に (s, t) ∈ Aとし，(r, θ) (0 ≦ θ ≦ π

6
)を (s, t)の極座標とすると，r ≧ 0,

r2 cos 2θ = r2(cos2 θ− sin2 θ) = s2 − t2 ≦ 1だから，(r, θ) ∈ Bである．よって
A ⊂ p(B)であり，A = p(B)である．
6. 1よりf ◦p = p◦gだから，5と例題4よりf(A) = f(p(B)) = p(g(B)) = p(C)

である．Cは連立不等式 q ≧ 0, 0 ≦ φ ≦ π

3
, q cosφ ≦ 1で定義されているか

ら，その像 p(C)は 0 ≦ y ≦
√
3x, 0 ≦ x ≦ 1 で定まり，R = f(Q) = (1,

√
3)

とすると f(A) = p(C)は 3角形OPRである．（図は省略）．


