
2018年度微分積分学 期末試験問題　理 1 20-23

1月 24日（木）4限 15:05-16:35 (90分) 　斎藤 毅
・問題用紙　 1枚，解答用紙　A4両面 2枚（4ページ)，計算用紙 1枚．
・筆記用具，計時機能のみの時計　以外もちこめません．
・なるべく，答案用紙の第 nページに問題 nを解答してください．

問題 1 平面全体で定義された 2変数関数を f(x, y) = 4xy+2x2+ y4で定める．
1. f(x, y)が極値をとりうる点をすべて求めよ．
2. 小問 1で求めた各点で，f(x, y)が極小値をとるか，極大値をとるか，それ
とも極値をとらないか判定せよ．

問題 2 1. 広義積分
∫ ∞

1

log x

x2
dx を求めよ．

2. 級数
∞∑
n=1

log n

n2
が収束するか発散するか判定せよ．

3. 巾級数
∞∑
n=1

log n · xn の収束半径を求めよ．

4. log(x+
√
x2 + 1) =

∞∑
n=0

anx
nをみたす巾級数

∞∑
n=0

anx
nを求めよ．

問題 3 1. 積分
∫
0≦x≦y,(x−1)2+(y−1)2≦2

xydxdyを，yで先に積分する逐次積分に

より求めよ．
2. 積分

∫
x≧0,y≧0,(x−1)2+(y−1)2≦2

xydxdyを，極座標 x = r cos θ, y = r sin θ によ

る変数変換公式を使って求めよ．

問題 4 1. 数列 (sn)がコーシー列であることを表わすものになるように，
(1) q > 0 (2) m

(
n ≧ m ならば (A)

)
.

の空欄にあてはまるものを，それぞれ下のものの中から求めよ．
(1),(2)：全称記号 ∀か存在記号 ∃のどちらか，
(A)：q, sn, sm,+,−と絶対値記号 | | と不等号≦, <だけを使った不等式．（使
わないものもあります）
2. 閉区間 [0, 1]で定義された関数 f(x)が条件「0 ≦ x ≦ y ≦ 1ならば |f(x) −

f(y)| ≦ |x− y|」をみたすとし，数列 (sn)を sn =
1

n

n∑
i=1

f(
i

n
) で定める．

小問 1の答で空欄をうめてえられるものがなりたつことを示せ．

裏面の注意もよく読んで解答してください



注　意
答だけを書くのではなく，どのようにその答をもと
めたかもなるべくくわしく書いて下さい。
答があっていても，解き方が問題の趣旨にあってな
いものや，説明が不十分なものは減点することがあり
ます。
読みやすく，読んでわかりやすい答案を作成してく
ださい．



1. 1. f(x, y) = 4xy+2x2+ y4だから，fx(x, y) = 4y+4x, fy(x, y) = 4x+4y3.

fx(x, y) = fy(x, y) = 0ならば y = −x, x = x3だから，極値をとりうる点は
(x, y) = (0, 0), (1,−1), (−1, 1).

2. fxx(x, y) = 4, fxy(x, y) = 4, fyy(x, y) = 12y2. 42 − 4 · 0 > 0だから
(x, y) = (0, 0)では極値をとらない．42−4·12 < 0だから (x, y) = (1,−1), (−1, 1)

では極小値をとる．

2. 1.
( log x+ 1

x

)′
=

1− (log x+ 1)

x2
= − log x

x2
だから，∫ ∞

1

log x

x2
dx = − lim

t→∞
[
log x+ 1

x
]t1 は収束し，その値は 1.

別解：xを exとおいて置換積分すれば∫ ∞

1

log x

x2
dx =

∫ ∞

0

x

e2x
exdx =

∫ ∞

0

e−xxdx = Γ(2) = 1.

2. f(x) =
log x

x2
とおけば，f ′(x) =

1− 2 log x

x3
だから，x ≧ √

eで f(x)は単調

減少．広義積分
∫ ∞

1

f(x)dxは 1より収束するから，級数
∞∑
n=0

f(n) =
∞∑
n=0

log n

n2

も収束する．

3. lim
n→∞

log(n+ 1)

log n
= lim

n→∞

log n+ log(1 + 1
n
)

log n
= 1 + lim

n→∞

1

log n
log(1 + 1

n
) = 1だ

から，ダランベールの公式より
∞∑
n=0

log n · xn の収束半径は 1.

4. (log(x+
√
x2 + 1))′ =

1√
x2 + 1

=
∞∑
n=0

(
1
2

n

)
x2n =

∞∑
n=0

(−1)n−11 · 3 · · · (2n− 3)

2 · 4 · · · 2n
x2n

だから，項別積分すれば log(x+
√
x2 + 1) =

∞∑
n=0

(−1)n−11 · 3 · · · (2n− 3)

2 · 4 · · · 2n
x2n+1

2n+ 1
.

3. 1.

∫
0≦x≦y,(x−1)2+(y−1)2≦2

xydxdy =

∫ 2

0

dx

∫ 1+
√

2−(x−1)2

x

xydy

=
1

2

∫ 2

0

x((1 +
√

2− (x− 1)2)2 − x2)dx. 積分のなかみは

x(1+2− (x−1)2−x2+2
√

2− (x− 1)2) = 2(x+x2−x3+x
√

2− (x− 1)2).∫ 2

0

x+ x2 − x3dx = [
x2

2
+

x3

3
− x4

4
]20 = 2 +

8

3
− 4 =

2

3
.

x = 1 +
√
2 sin tとおいて置換積分すれば，

∫ 2

0

x
√

2− (x− 1)2dx

=

∫ π
4

−π
4

(1 +
√
2 sin t)

√
2 cos t

√
2 cos tdt = 2

∫ π
4

0

2 cos2 tdt

= 2

∫ π
4

0

(1 + cos 2t)dt =
π

2
+ [sin 2t]

π
4
0 =

π

2
+ 1. よって求める積分は π

2
+

5

3
.



2. (x− 1)2 + (y − 1)2 ≦ 2 に x = r cos θ, y = r sin θを代入すれば，
r2 − 2r(cos θ + sin θ) ≦ 0 だから，r ≦ 2(cos θ + sin θ). よって，∫
x≧0,y≧0,(x−1)2+(y−1)2≦2

xydxdy =

∫
0≦θ≦π

2
,0≦r≦2(cos θ+sin θ)

r2 cos θ sin θ · rdrdθ

=

∫ π
2

0

dθ

∫ 2(cos θ+sin θ)

0

r3 cos θ sin θdr = 4

∫ π
2

0

(cos θ + sin θ)4 cos θ sin θdθ

= 4

∫ π
2

0

(1 + 2 cos θ sin θ)2 cos θ sin θdθ = 2(B(1, 1) + 4B(3
2
, 3
2
) + 4B(2, 2))

= 2(1 + 4 · 1
2

1

2

1

2
π + 4 · 1

6
) = 2 + π +

4

3
= π +

10

3
.

4. 1. (1) ∀. (2) ∃. (A) |sn − sm| < q. (≦でもOK．)

2. n ≧ mとする．[ i−1
n
, i
n
]と [ j−1

m
, j
m
]に共通部分があれば，| i

n
− j

m
| ≦ max( 1

n
, 1
m
) =

1
m
だから |f( i

n
)− f( j

m
)| ≦ | i

n
− j

m
| ≦ 1

m
. よって，|sn− sm| ≦ 1

m
. q > 0に対し，

mをm > 1
q
をみたす最小の自然数とすれば，n ≧ mならば |sn− sm| ≦ 1

m
< q.


