
2011年度　数学 IB演習問題　その１
問題 1. (1) (an)n=1,2,... を，各 nに対し an = 0か an = 1のどちらかをみたす数列とする．
すべての自然数m ≥ 1に対し

m∑
n=1

an

2n
≤ b ≤

m∑
n=1

an

2n
+

1

2m
(1.1)

をみたす実数 bはただ 1つであることを示せ．（ヒント：はさみうちの原理をつかう）

(2) 以下，すべての自然数m ≥ 1に対し (1.1)をみたす実数 bを
∞∑

n=1

an

2n
で表す．この定義

にしたがって，
∞∑

n=2

1

2n
=

1

2
を示せ．

(3) 数列 (bn)n=1,2,...も各 nに対し bn = 0か bn = 1のどちらかをみたすものとし，am =

0, bm = 1をみたす自然数mがあるとする．
∞∑

n=1

an

2n
=

∞∑
n=1

bn

2n
となるための条件を求めよ．

(4) 数列 (an)n=1,2,... を，n = 2kをみたす自然数 k ≥ 0があれば an = 1，そうでなければ

an = 0で定める．
∞∑

n=1

an

2n
は有理数ではないことを示せ．

(5) bを 0 ≤ b ≤ 1 をみたす実数とする．数列 (an)n=1,2,... で，各 nに対し an = 0か an = 1

のどちらかをみたし，b =

∞∑
n=1

an

2n
もみたすものが存在することを示せ．

追加問題. A =

{(
1 +

1

n

)n ∣∣∣ n ≥ 1は自然数
}
とおく．

1. 3はAの上界であることを示せ．
2. eはAの上限であることを示せ．

問題 2. 次の実数の集合を考える．

A1 = [0, 1) = {x ∈ R | 0 ≤ x < 1}, A2 = N = {x ∈ R | xは自然数 },
A3 =

{ n

m

∣∣∣ m,n ≥ 1は自然数で n2 < 2m2
}

, A4 = {x ∈ R | x3 − x < 0},
A5 = {x ∈ R | x3 − 3x < −2}, A6 = {x ∈ R | x3 − 3x ≤ −2}

(1) それぞれについて上に有界かどうか判定し，有界なら上限を求めよ．有界でなければ，
その理由を記述せよ．
(2) 上限 supAi がAiの元かどうか判定せよ．

問題 3. a < bを実数とし，f(x), g(x)を a ≤ x ≤ bで定義された関数とする．すべての
a ≤ x ≤ bに対し f(x) ≥ 0, g(x) ≥ 0 であるとする．
(1)上限 sup

a≤x≤b
f(x)と sup

a≤x≤b
g(x)が存在するならば， sup

a≤x≤b
f(x)g(x)も存在し sup

a≤x≤b
f(x)g(x) ≤

sup
a≤x≤b

f(x) · sup
a≤x≤b

g(x) であることを示せ．

(2) sup
a≤x≤b

f(x)g(x) < sup
a≤x≤b

f(x) · sup
a≤x≤b

g(x) となる連続関数 f(x), g(x) の例をあげよ．

問題 4. f(x), g(x)をx = aをのぞきx = aのまわりで定義された関数とする．b, cを実数と
し，|f(x)−b| ≤ |g(x)−c|がx = aをのぞきx = aのまわりでなりたつとする．lim

x→a
g(x) = c

ならば lim
x→a

f(x) = b であることを示せ．
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問題 5. 次の極限を求めよ．

(1) lim
x→0

exp
sinx

x
, (2) lim

x→0
cos

1 − cosx

x
, (3) lim

x→1

x − 1

log x
, (4) lim

x→∞
x log(1 +

1

x
).

問題 6. 次の実数 aと aで微分可能な関数 f(x)に対し，下の問いに答えよ

(a) a = 1, f(x) = x2, (b) a = 4, f(x) =
√

x, (c) a = 0, f(x) =
1

1 − x
.

(1) f(x) − l(x) = o(x − a)をみたす 1次関数 l(x)を求めよ．
(2) (1)で求めた f(x) − l(x)が x = aのまわりで 1位の無限小であることを確かめよ．

問題 7. 次の関数の導関数を求めよ．かっこ内は関数の定義域である．

(1) log log x (x > 0), (2) log cos x (−π

2
< x <

π

2
), (3) xx = ex log x (x > 0)

(4)
√

1 − x2 (−1 < x < 1), (5)
1√

1 − x2
(−1 < x < 1), (6)

x√
1 + x2

(x ∈ R)

問題 8. aを定数とし，f(x) = x3 − 3axを 0 ≤ x ≤ 1で定義された関数と考える．
(1) f(x)の逆関数が定義されるための aについての条件を求めよ．
(2) f(x)の逆関数 g(x)の定義域を求めよ．
(3) g(x)が単調減少であるための aについての条件を求めよ．

(4) a = 2とする．g′(x) ≤ − 3

14
をみたす xの範囲を求めよ．

問題 9. f(x) = 3x4 − 4x3 − 12x2 + 13とする．
(1) 方程式 f(x) = 0の解の個数を求めよ．
(2) x = 1以外の解について n ≤ x ≤ n + 1をみたす整数を求めよ．

問題 10. 関数 f(x)を x ≥ 0なら f(x) = 0, x < 0なら f(x) = exp
1

x
で定める．

(1) f(x)は x = 0で連続であることを示せ．
(2) f(x)はいたるところ微分可能であることを示せ．
(3) f(x)はいたるところ連続微分可能であることを示せ．

問題 11. (1) 0 ≤ x ≤ 1ならば arccosx = arcsin
√

1 − x2 であることを示せ．

(2) arctan t = arcsin
t√

1 + t2
を示せ．この式と arcsin′ x =

1√
1 − x2

を使って，arctan′ tを

求めよ．

(3) arcsin x = arctan
x√

1 − x2
を示せ．この式と arctan′ x =

1

1 + x2
を使って，arcsin′ xを

求めよ．

(4) arccosx = 2 arcsin

√
1 − x

2
を示せ．

問題 12. 次の関数の導関数を求めよ．

(1) x
√

1 − x2 + arcsinx (−1 < x < 1), (2)

√
x2 − 1

x2 + 1
(x < −1, x > 1).
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問題 13. f(x), g(x)を0 ≤ x ≤ 1で定義された連続関数とする．(f(0)−g(0))·(f(1)−g(1)) <

0 ならば f(c) = g(c)をみたす実数 0 < c < 1が存在することを示せ．

問題 14. (1) 平均値の定理を f(x) = exに適用して，x > 0に対し ex > 1 + xを示せ．

(2) 自然数 n ≥ 1に対し， lim
x→∞

ex

xn
= ∞ を示せ．

(3) lim
x→0

x log x = 0 を示せ．
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