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1. はじめに

量子情報理論は近年華々しく発展しているが，そ

の数学的側面は私の専門である作用素環論と共通

する話題が多い．作用素環論の研究から量子情報

理論に転じた人や，作用素環論と量子情報理論の

両方を研究している人も少なくない．そこで作用

素環論から見た量子情報理論について簡単に解説

してみたい．

2. 完全正写像

量子情報理論ではしばしば，量子系の表現空間

として有限次元ヒルベルト空間をとる．状態は密

度行列と言われるこの空間の上の正作用素 (すな

わち半正定値行列)で表される．合成系はテンソ

ル積で与えられ，エンタングルメント状態もこの

設定のもとで定義される．そして量子系の状態変

化は完全正写像で与えられる．行列環から行列環

への線形写像が，半正定値行列を半正定値行列に

送るとき正写像と言い，任意サイズの行列環上の

恒等作用素をテンソルしても正写像であるものを

完全正写像と言うのである．たとえば行列の転置

を取る操作は正写像だが，完全正写像ではない．

完全正写像は作用素環論では古くからよく調べ

られている対象であり，現在も作用素環論におけ

る必須の話題である．完全正写像のスタインスプ

リング表現7) や，チョイの定理2) がよく知られて

いるが，このスタインスプリングやチョイも主に

作用素環論の研究者である．10年以上前に東大の

作用素環セミナーでチョイに講演してもらったこ

とがあるが，その時量子情報の人が，有名なチョイ

を見られてうれしいと言っていたことを思い出す．

またエントロピーの関するコンヌとの共著論文4)

などで有名な，作用素環のスターマーにも，完全

正写像の古い論文があるが，自分の古い論文が量

子情報の研究者によく引用されている，と言って

いたことがあった．

量子情報では主に有限次元のヒルベルト空間を

考えるため，作用素環論で無限次元ヒルベルト空

間に特有の現象を研究していると，有限次元は易

しいというような印象を抱きがちであるが，その

ようなことはなく，有限次元でも十分に難しく，ま

た興味深い現象が起こるのである．上述のチョイの

言葉として，2×2行列はかなりやさしいが，3×3

行列は十分に難しく，無限次元に近い，というも

のがある．私は昔，大学 1年生の時の講義で，微

分積分学は底が深くずっと先までつながっている

が，線型代数学は底が浅い，と言われたことを覚

えている．今考えてみるとそのような見方は全く

間違っていると思う．

3. エントロピーと冨田竹崎理論

密度行列のフォン・ノイマン・エントロピーと言

うものが古くから知られている．これは密度行列
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の固有値から定まる有限確率分布のシャノン・エン

トロピーと同じものである．これについては様々

な拡張，一般化が知られており，それらに関して

凸性や劣加法性を表すさまざまな不等式が証明さ

れている．これらの概念は量子情報理論において

重要な役割を果たすものである．作用素環論の立

場からは，これらのエントロピーはもっと一般的

な作用素環上でも定義できるため，それらの性質

を調べることが重要なテーマになってきた．たと

えば，上述のコンヌ・スターマーのエントロピー

は II1 型因子環と呼ばれる作用素環の上で考えら

れたものであるが，これはジョーンズによる部分

因子環の理論において大きな役割を果たすことが，

ピムスナー，ポパ6) によって示されている．これ

は部分因子環の解析的な分類理論において重要で

ある．

一般的な作用素環上である種の相対エントロピー

を定義しようとすると，相対モジュラー作用素と

呼ばれるものが現れる．これは冨田竹崎理論から

生じるもので，相対エントロピーの定義と基本的

な性質の証明は荒木1)による．本来この概念は III

型フォン・ノイマン環と呼ばれる無限次元の作用

素環で考えられたものであり，数理物理学との関

係でいえば，量子統計力学や場の量子論の研究に

おいて重要なものであるが，量子情報理論におけ

る有限次元の行列環の場合でも十分に示唆的で興

味深い量を与えている．

4. コンヌ埋め込み問題

現在の作用素環論においてもっとも有名な問題

に，コンヌ埋め込み問題と呼ばれるものがある．こ

れはある種の一般の作用素環が，有限次元による

近似を許すかどうかという種類の問題で，もとも

とコンヌのフィールズ賞論文3) で導入されたもの

である．当初は技術的な問題であるかのように思

われていたのだが，その後次々と，作用素環論に

おけるまったく予想外の重要問題に言い換えられ

ることがわかり，多くの研究者の興味を引いてい

るものである．特にキルヒバーグによる，C∗環の

テンソル積に関する問題への言いかえが有名であ

る．さらにもともとの形も，現代の立場からは自

由確率論と言われるある種の非可換確率論での重

要な問題と解釈できる．

このようにコンヌ埋め込み問題は様々な同値な

言いかえがあるのだが，その中に量子情報に関連

したものがある．まず，正作用素値測度を用いて，

独立した 2つの系の間の量子相関関係を表す方法

が 2 種類考えられる．(正作用素値測度は，射影

値測度を一般化したもので，量子系の測定を表し

ている．) これらが一致するかどうかを問うのが

量子情報におけるチレルソンの問題である．これ

は完全に行列に関する問題として述べることがで

きる．小沢5) はこれがコンヌ埋め込み問題と同値

であることを示した．これはコンヌ埋め込み問題

の新しい言いかえであり，この問題が当初の予想

を超えて，大きく広がっていることを示すもので

ある．

なお，私を含め多くの研究者は，コンヌ埋め込

み問題の解答は否定的であると考えているはずで

ある．この見方の量子情報理論的意味は何であろ

うか．さらに研究の進展が待たれるところである．
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