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Longo-Rehrenは，M上の有限個のmorphismの system{λi}から，subfactor M⊗
Mop ⊂ Rを作る方法を与えた．これを Longo-Rehren subfactorという．ここで，R-
R morphism の systemを見ると，元の systemの “quantum double”になるという
ことが多くの人によって研究されている．特に，R-R morphism の systemは，非退
化な braidingを持つことがわかっている．([2]およびそこでの引用文献を参照のこ
と．) そこで，もとから system {λi}が非退化な braidingを持つ場合に何が起こるか
を考えてみると，R-R morphism の systemはもとの systemを単に 2重に水増しし
たものであることがわかっている．このことから，このような場合の Longo-Rehren
subfactorは一回 basic constructionを行って，dualに移ってもやはり，Longo-Rehren
subfactorなのではないかと考えられるが，泉 [2]は，そうではなく，ある種の “twist”
の効果が現れることを発見した．このことは，「もともと非退化な braiding があると
き，Longo-Rehren subfactor の dualは，twisted Longo-Rehren subfactorである」と
言い表せる．
一方，Longo-Rehrenによって定義され，Xu, Böckenhauer-Evans によって詳し

く調べられた α-inductionの理論が，Longo-Rehren subfactorの研究とよく似てい
ることも，[2]で明らかになった．そこで我々は，[1]で α-inductionと Longo-Rehren
subfactorの関係について調べた．まず設定を述べよう．(詳しくは，[1]とそこでの引
用文献を見ていただきたい．ここでは簡略に述べる．) N ⊂ Mを subfactorとし，N -N
morphismの systemが braiding を持つとする．このとき，systemの endomorphism
λは，braiding を用いて，M の endomorphism α±

λ にいっせいに延長される．ここで
±は braidingの choiceを表す．この α±

λ の既約分解から生成されるM -M morphism
の systemを考える．今 braidingは非退化としよう．[1]の中に次の結果がある．
このM -M systemからできる quantum double systemは，もとのN -N system の

単なる “double”と同型であり，canonical endomorphismはこの同型で
∑

Zλµλ⊗ µop

に移る．
ここで，Zλµ = ⟨α+

λ , α
−
µ ⟩である．一方最近，Rehren [3]は，generalized Longo-

Rehren subfactor の構成を行った．彼は一般に endomorphismの systemがいっせい
に延長される状況を考えているが，延長が α-inductionのときは彼の定理は次のよう
に与えられる．
上のような α-inductionに対し，

∑
Zλµλ ⊗ µop は N ⊗ Nop 上の dual canonical

endomorphismである．



また，そこでRehrenが実際に構成した subfactorをgeneralized Longo-Rehren sub-
factorという．
このことと，上の twisted Longo-Rehren subfactorの現れ方を見ると，α-induction

で生じた M -M system から Longo-Rehren subfactor を作って dual に移行すると，
“twisted generalized Longo-Rehren subfactor”ができているのではないか，と考え
られる．今回は計算によってそのとおりであることを確認した．
そこで，M -M systemから twised Longo-Rehren subfactorを作ってdualに移行す

れば twistのないgeneralized Longo-Rehren subfactorになると考えたくなるが，M -M
systemは一般に braided でないので，twistさせることができない．そこで別のこと
を考えてみよう．
いい状況では，subfactorの同型類に注目すれば，twisted Longo-Rehren subfactor

も普通の Longo-Rehren subfactorも同型であることが示せると思われる．たとえば，
systemが，S1上の completely rational netから生じているときは確かにそうであるこ
とが，Kawahigashi-Longo-Mügerによって示されているし，一般の非退化な braided
systemの場合も paragroupが同じであることが示せるであろう．このことと，上の
ことを合わせると，generalized Longo-Rehren subfactorでも subfactorの同型類に
注目すれば “twist”の効果が消えるのではないかと考えられる．Chiral localityを満
たす場合には，generalized Longo-Rehren subfactorの intermediate subfactorを見
ることによって，このことが示せると思われる．(このことは，conformal inclusion
SU(2)10 ⊂ SO(5)1の場合にはすでにRehrenによって指摘されている．)そうすると，
そのような場合についてはM -M systemから Longo-Rehren subfactorを作って dual
に移行すると，単に generalized Longo-Rehren subfactorができているということに
なり，[3]の最後であげられている予想が否定的に解ける．
引用文献は多くなりすぎるので，ごくわずかしか挙げていない．詳しくは，[1]の

引用文献表を見ていただきたい．
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