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§0 Introduction

Jones による index 理論の創始[J] に始まる subfactor の分類理論は，

link invariant, quantum group, conformal field theoryなどとの多くの

予想外の発展を生みだし，短期間に作用素環論の中心理論の一つになっ

た．ここでは，subfactorから発生した，Ocneanuによる paragroup理

論のやさしい解説を目指すことにする．

まず，factor, subfactorのペア，N ⊂Mを考える．このNの “入り方

”を調べることが，subfactor理論の目的である．すなわち，Mの auto-

morphism αに対し，N ⊂ Mはα(N) ⊂ M に conjugateであるといい，

この conjugacyで subfactorを分類したいわけである．さらに，勝手に

factorを取ると，分類は難しすぎて絶望的なので，通常，approximately

finite dimensional（略してAFD, また hyperfiniteともいわれる）という

クラスに限る．（AFDであることを仮定しなくても一般論は相当に展開

できるが．）さらにここでは，II1型，というもっとも基本的な場合に限る

ことにする．

Ocneanuの基本的なアイディアは，体と部分体に関する Galois理論

の類似を factor, subfactorのペアについて考えることであった．その結

果，現われる量子化された Galois群とでもいうべきものを Ocneanuは，

paragroupと名付けたのである．これはグラフをある種の構造込みで考

えるもので，有限グラフをコンパクト多様体の離散的なモデルと見なす

ことにより，この構造は，ちょうど微分幾何の flat connectionに対応し

ていることがわかる．また，可解格子模型とも非常にきれいな類似性が

あることがわかる．これらは，Ocneanuによって 1987年にアナウンス

されたものだが，彼は証明の細部をまったく発表しないため，多くの点

が不明のまま残されてきた．ここでは，この paragroup理論の基礎を解
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説する．基本的な文献は，彼のアナウンス[O1]，講演ノート[O2]，講義

録[O3]である．

§1 基礎の復習

まず，基本的な結果を[J], [GHJ], [P1] などからまとめておく．Sub-

factor N ⊂Mを取る．この時，無限次元環Mの Nに対する相対的なサ

イズを測る実数として導入されたのが，Jones indexである．この値が，

{4 cos2(π/n) | n = 3, 4, 5, · · · } ∩ [4,∞] に限られ，またこれらの値がす

べて実現できる，というのが Jonesの最初の大きな結果であった．この

状況で，Jonesは Jones projectionと呼ばれる projection e1を導入して，

新しい大きな環M1 = ⟨M, e1⟩を構成した．この時，subfactor M ⊂M1

は，N ⊂ Mと同じ index を持ち，適当な意味で，dual な subfactor に

なっている．この構成を Jonesの basic constructionという．さらに，こ

れを繰り返すことにより，Jones tower

N ⊂M ⊂M1 ⊂M2 ⊂M3 ⊂ · · ·

ができる．逆に，N内に，projectionの列，e−1, e−2, e−3, . . .を選び，下

向きの basic constructionで tunnel

M ⊃ N ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ N3 ⊃ · · ·

を作ることもできる．この時，relative commutantの tower

N ∩N ′ ⊂M ∩N ′ ⊂M1 ∩N ′ ⊂M2 ∩N ′ ⊂M3 ∩N ′ ⊂ · · ·

または，

N ∩N ′ ⊂ N ∩N ′
1 ⊂ N ∩N ′

2 ⊂ N ∩N ′
3 ⊂ N ∩N ′

4 ⊂ · · ·

を考えることが大事である．（これら二つは互いに anti-isomorphicであ

る．）これは，有限次元環の増大列になるのでその Bratteli diagramを考
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えることができる．すると，その各段階は，前段階の “折り返し” プラ

ス新しい部分，となっていることがわかる．この “新しい部分” だけを

考えたものを principal graphと呼ぶ．この principal graphが，有限の

時，すなわち relative commutant の tower の Bratteli diagram がある

段階からはすべて前の段階の折り返しになっているとき，subfactorは，

finite depthを持つ，という．ここで depthは，そのグラフの最初の点

（∗で表す）からの最大距離のことである．Jones indexの平方根が，こ

の principal graphの Perron-Frobenius固有値と等しいことがすぐにわ

かる．これと古くから知られている結果とをあわせると index が 4 未

満の時は，principal graphは，An, Dn, E6, E7, E8のいずれかの Dynkin

diagramに等しいことがわかる．

一方，上の tunnelから作った relative commutantの towerが，もと

の subfactorを生成するか，という問題が重要な問題として考えられて

きた．まず，Ocneanuは，[P1]で，N ′ ∩M = Cかつ finite depthの時

にこれが適当な tunnel の選び方に対して成り立つことをアナウンスし

た．しかし，彼の証明は未だに発表されていない．これに対し，Popaは，

N ′∩M = Cという仮定無しで証明できることを[P1]で示し，さらに[P2]

でこの方向での最終的な結果をアナウンスしている．そこで，subfactor

を分類するには，上のような relative commutantの tower を分類すれば

よいわけである．この towerの combinatorialな特徴づけを与えるのが

Ocneanuの paragroupである．

最後に commuting squareの定義を与えておく．４つの von Neumann

環（以下で考えるのはすべて有限次元）A,B,C,Dで

A ⊂ B
∩ ∩
C ⊂ D

となっているものを考えよう．環D上のトレース trを考え，ほかの環上

では，この trの制限を考える．ここで条件 iA→B · EA = EB · iC→Dが
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C上で成り立っているときこの４つは commuting squareを成すという．

（ここで，iは，いずれも inclusionを意味する．）以下，この概念が非常

に重要である．

§2 Basic construction, Jones projectionと connection

Finite index, finite depthをもつ AFD II1型の subfactor N ⊂Mを取

る．この時，Popaのいう canonical commuting squares

N ∩N ′ ⊂ N ∩N ′
1 ⊂ N ∩N ′

2 ⊂ N ∩N ′
3 ⊂ · · ·⋂ ⋂ ⋂ ⋂

M ∩N ′ ⊂ M ∩N ′
1 ⊂ M ∩N ′

2 ⊂ M ∩N ′
3 ⊂ · · ·

を考えよう．Popaの意味で generatingな tunnel (Nn)nを選ぶことによ

り，上の第一列，第二列はそれぞれ，N , Mに近づくとしてよい．この

Bratteli diagramを見れば，それは４つのグラフ G1,G2,H1,H2が

· G1−−−−→ ·

G2

y yH1

· H2−−−−→ ·

の形に結びついたものを右に次々倒していったものからできていること

がすぐにわかる．また，G1,G2はグラフとして同じで，ともに principal

graphに等しいこと，H1,H2もともに等しく，“dual” principal graphに

一致することもわかる．（たとえば，[P1]の§6を見よ．）今，finite depth

を仮定しているから，kを “dual depth”−1, depth （“dual depth”とは

N1 ⊂ Nの depth）を越えない最小の偶数としよう．このとき commuting

square
N ∩N ′

k ⊂ N ∩N ′
k+1

∩ ∩
M ∩N ′

k ⊂ M ∩N ′
k+1

を調べよう．実は，一般にこのように４つの有限次元環があるとき，こ

の inclusionは，string algebraと connectionで与えられることがわかっ
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ている．この事は，[O2]で示されているが，本質的には線形代数の命題

である．ここでいう connectionとは，

a
ξ1−−−−→ b

ξ2

y yξ3

c −−−−→
ξ4

d

の形の四辺形に複素数を対応させるものである．ただし，ここで，各辺

ξ1, ξ2, ξ3, ξ4は，それぞれ G1,G2,H1,H2 に属しており，頂点 a, b, c, dでつ

ながっているものだけを考えている．このような四辺形は，可解格子模型

では，admissibleと言われ，connectionに対応するものは，Boltzmann

weightと呼ばれている．（格子模型についてはたとえば[B]を見よ．ただ

し connectionのほうでは spectral parameter と呼ばれる parameterが

欠けている．）この connectionが，M ∩N ′
k+1を N ∩N ′

k ⊂ N ∩N ′
k+1 ⊂

M ∩N ′
k+1 N ∩N ′

k ⊂M ∩N ′
k ⊂M ∩N ′

k+1 の二つの方法で string algebra

と見なしたときの同一視を与えるのである．この同一視は unitary行列

で与えられなければならないから，次の unitarityが得られる．

∑
b,ξ2,ξ3

a
ξ2−−−−→ b

ξ1

y yξ3

c −−−−→
ξ4

d

·

b
ξ2←−−−− a

ξ3

y yη1

d ←−−−−
η4

c′

= δξ1,η1
δξ4,η4

δc,c′ ,

∑
c,ξ1,ξ4

a
ξ2−−−−→ b

ξ1

y yξ3

c −−−−→
ξ4

d

·

b′
η2←−−−− a

η3

y yξ1

d ←−−−−
ξ4

c

= δξ2,η2δξ3,η3δb,b′ .
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ただし，以下の規約を用いた．

a
ξ2−−−−→ b

ξ1

y yξ3

c −−−−→
ξ4

d

=

b
ξ2←−−−− a

ξ3

y yξ1

d ←−−−−
ξ4

c

=

c
ξ4−−−−→ d

ξ1

x xξ3

a −−−−→
ξ2

b

=

d
ξ4←−−−− c

ξ3

x xξ1

b ←−−−−
ξ2

a

.

可解格子模型では，これに相当する式を unitarity,または first inversion

relationsと呼ぶ．さて，上の diagramは，commuting squareを与える

ことがよく知られている．今，traceも conditional expectationも具体

的に書き下せるので commuting squareという条件も connectionに関す

る条件として書き下せる．すると次の条件式が commuting square条件

と同値であることがすぐにわかる．（これは[O2]で証明されたが，簡単に

直接チェックできる．[HS]にも本質的に同じ計算がある．）

∑
d,ξ3,ξ4

√
µ(a)µ(d)

µ(b)µ(c)

a
ξ1−−−−→ b

ξ2

y yξ3

c −−−−→
ξ4

d

·

√
µ(a′)µ(d)

µ(b)µ(c)

a′
η1−−−−→ b

η2

y yξ3

c −−−−→
ξ4

d

=δa,a′δξ1,η1δξ2,η2 .

ただし，ここでµ(·)は，グラフの incidence matrixの Perron-Frobenius

eigenvectorの entryを表す．この式は可解格子模型での second inversion

relationsに相当する．最初の admissible squareに対し，以下のように

あたらしい connection を「定義」すれば，上の式より，これら新しい
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connectionも unitaryであることがわかる．

d −−−−→ cy y
b −−−−→ a

=

a −−−−→ by y
c −−−−→ d

,

c −−−−→ dy y
a −−−−→ b

=

b −−−−→ ay y
d −−−−→ c

=

√
µ(a)µ(d)

µ(b)µ(c)

a −−−−→ by y
c −−−−→ d

.

これが，subfactorから connectionを作る方法である．得られる connec-

tionは一意的ではないが，適当な connectionの同値関係のもとで unique

であることもすぐわかる．さて，これを用いて，新たに string algebra

の列
A0,0 ⊂ A0,1 ⊂ A0,2 ⊂ A0,3 ⊂ · · ·
∩ ∩ ∩ ∩

A1,0 ⊂ A1,1 ⊂ A1,2 ⊂ A1,3 ⊂ · · ·
を作る．すなわち，Ak,lは，縦に k,横に lの長さを持つ stringで生成さ

れており，異なる string の表示が connection によって同一視されてい

るのである．このとき Jones projections (e−n)n≥kの具体的な表示によ

り，上の string algebraからできる subfactor A0,∞ ⊂ A1,∞ は，もとの

subfactor N ⊂Mに等しいことがわかる．これを用いて，上で得られた

connectionは，さらに強い条件 flatnessを満たすことを次に示す．

§3 Compactness argumentと flatness

さて，上で構成された connectionを使って，string algebraの double

sequence
A0,0 ⊂ A0,1 ⊂ · · · → A0,∞
∩ ∩ ∩

A1,0 ⊂ A1,1 ⊂ · · · → A1,∞
∩ ∩ ∩

A2,0 ⊂ A2,1 ⊂ · · · → A2,∞
...

...
...
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を作る．これらは，commuting squareをなし，また縦方向に Jones pro-

jections が定義できることから，N = A0,∞, M = A1,∞という同一視に

より，列 A0,∞ ⊂ A1,∞ ⊂ A2,∞ ⊂ · · · が，Jones tower N ⊂M ⊂M1 ⊂
M2 ⊂ · · ·と同一視される．さて，ここで relative commutant M ′

k ∩ N

を計算したいわけである．これを計算するのがOcneanuの compactness

argumentである．一般に上のような unitarityと crossing symmetryを

満たす connectionが与えられて，グラフの “出発点”∗も決まっていると
しよう．以下，string algebra の double sequenceの relative commutant

の towerを計算する．

まず，z ∈ A′
0,∞ ∩ Ak,∞を取り，zn = EAk,n

(z)とおくと zn ∈ A′
0,n ∩

Ak,nである．ここで nを十分大きく取っておけば，A′
0,2n ∩ Ak,2nは，n

によらない string algebraとしての表示を持つ．この algebraは，有限次

元で，znはノルム有界だから，各 znをこの algebraの元と見なせば，そ

れは，収束部分列 {z2nj
}を持つ．さらに，{z2nj+2}も収束すると仮定

してよい．これらの収束先をそれぞれ，x, yとすれば，x · id(2)と id(2) · y
が，connectionによって同一視されることになる．ただし，ここで id(2)

は水平方向の長さ 2 の trivial string を表す．ここで水平方向の Jones

projection eを使って，実は，x, yは stringとして同じ形であることを示

す．すなわち，

(x · id(2))× (id(k) · e) = (id(2) · y)× (e · id(k))

=e · y = y · e = (y · id(2))× (id(k) · e)

を得る．ここで “×”は，掛け算，“·”は，stringの連結を表す．ここで

conditional expectationを取ることにより，x = yがわかる．この xの∗
からはじまる部分を取れば，それは，Ak,0の元と見なすことができ，そ

れが zと同一視される．このような元を flatであるという．

さて，前の sectionのように subfactorから得られた connectionの場

合を考えよう．上でわかったことは，N ′ ∩Mk ⊂ Ak,0である．ところが，
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double sequenceの一番上の行と一番左の列は同じグラフ Gからできてい
るのであるからここで両辺の次元は等しい．すなわち，Ak,0の元と A0,l

の元は可換である．さらに，グラフ G,Hをいれかえても同様の議論がな
りたつ．この時，connectionが，flatであるといわれる．Flatという名

前の由来は，微分幾何での flat connectionの discreteな類似と見なせる

からである．（すなわち，ループが parallel transportで形を変えない，と

いうこと．）

これによって，finite depth, finite indexの subfactorから，flat con-

nection への対応ができた．逆の対応も上の構成でできているので，こ

れで，１対１の対応になっている．したがって subfactorを分類するに

は，paragroupを分類すればよく，ある程度いい状況の時には，これが

実行可能である．たとえば，indexが 4以下の場合については，グラフ

が (extended) Dynkin diagramになるが，E8のグラフ以外についてはわ

かっている．（Ocneanuは，E8もできるといっているが，誰も確認してい

ない．）これについては，[I1, I2, IK, Ka, P1, P2] などを見るとよい．
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