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これらは自分で理解を深めるための問題です．別にレポートにするとか，前で解
くとかいったものではありません．

[1] (1) 無限大超実数全体の集合は，internal ではないことを示せ．
(2) 無限小超実数全体の集合は，internal ではないことを示せ．

[2] 以下のことを示せ．
超実数を係数とする超自然数次の ∗多項式を考えると，これは，超複素数を根と

する 1次式の ∗有限積に分解される．

[3] x が普通の実数であって，かつ，超有理数であれば，普通の有理数であること
を示せ．

[4] Bolzano-Weierstrass の定理，「有界実数列は集積点を持つ」を，non-standard
analysis を用いて証明せよ．(ヒント: 前回の問題 [6]を使う．)

[5] 任意の超実数について，それに無限に近い超有理数が存在することを示せ．

[6] 次の定理を non-standard analysis を用いて証明せよ．
f(x)は実数上で定義された実数値関数で，任意の実数 x, yに対し f(x+y) = f(x)+

f(y) を満たすとする．f(x) が，ある空でない開区間上で有界ならば，f(x) = f(1)x
である．
ここで，f(x) の連続性は仮定されていないことに注意せよ．ヒントとして次の方

針を挙げる．
(1) 任意の超有理数 ρ に対して，f(ρ) = f(1)ρ であることを示す．
(2) 任意の無限小超実数 ε に対して，f(ε) も無限小であることを示す．
(3) 任意の実数に対し，上の [5]を使う．

[7] 実数の有界数列 (an) に対し，実数を対応させる写像 LIM が次の条件を満たす
とき，Banach (バナッハ) 極限と呼ぶ．

(1) an ≥ 0 ならば，LIM(an) ≥ 0.
(2) LIM(αan + βbn) = αLIM(an) + βLIM(bn).
(3) lim supn an ≥ LIM(an) ≥ lim infn an.
(4) LIM(an+1) = LIM(an). ただし，ここで数列 (an+1) は，a2, a3, a4, . . . という

数列のことである．
Non-standard analysis を用いて，Banach 極限が存在することを示せ．
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