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自分のノートを参照してよい．（本などは見ないこと．）

[1] 次の 3条件をすべて満たす，[0, 1]上の実数値連続関数列 {fn(x)}nの例を一つあげよ．
（きちんと説明をつけること．）

(1) すべての x ∈ [0, 1]で， lim
n→∞ fn(x) = 0.

(2) lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = 0.

(3) すべての nについて |fn(x)| ≤ g(x) a.e.となるような，[0, 1]上の可積分関数 g(x)は
存在しない．

[2] 定数 C ≥ 0と R上の実数値可測関数 f(x)が，次の条件を満たすとする．

「すべての有界区間 I上，
∫

I

|f(x)| dx ≤ Cである．」

この時，f(x)は必ずR上可積分になるか？理由を付けて答えよ．

[3] 次の論法の誤りを指摘せよ．
{fn(x)}nを測度空間 (X,B, µ)上の実数値可測関数列で，ほとんどいたるところ， lim

n→∞ fn(x)

が存在するものとし，この極限を f(x)とおく．（極限値が存在しない点 xでは f(x) = 0とお
く．）この時，Fatouの lemmaにより，

∫
X

f(x) dx =
∫

X

lim
n→∞

fn(x) dx ≤ lim
n→∞

∫
X

fn(x) dx

であるが，一方，関数列 {−fn(x)}nに対して Fatouの lemmaを適用して，

−
∫

X

f(x) dx =
∫

X

lim
n→∞

−fn(x) dx ≤ lim
n→∞

−
∫

X

fn(x) dx,

すなわち

−
∫

X

f(x) dx ≤ − lim
n→∞

∫
X

fn(x) dx

を得る．これと最初の不等式と合わせて，

lim
n→∞

∫
X

fn(x) dx ≤
∫

X

f(x) dx ≤ lim
n→∞

∫
X

fn(x) dx

を得る．つまり， lim
n→∞

∫
X

fn(x) dx =
∫

X

f(x) dxである．
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[4] (X,B, µ)を測度空間とし，f(x)を X上の複素数値可測可積分関数とする．すべての

A ∈ Bについて，
∫

A

f(x) dµ が実数であれば，f(x)はほとんどいたるところ実数値を取る

ことを示せ．

解答は別紙に書いて下さい．解答用紙の裏面を使用してもけっこうです．


