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配点は各問 20点です．平均点は 67点，最高点は 100点 (7人)でした．

[1] いくらでもありますが，たとえば g(x) = max(1 − |x|, 0) とおいて，f(x) =

1

1 + x2
+

∞∑
k=1

kg(k3(x− k)) とおけばできます．

[2] E1 = {x ∈ R | 0 ≤ f(x) < 1}, E2 = {x ∈ R | f(x) = 1}, E3 = {x ∈ R | f(x) >
1} とおきます．n → ∞ のとき，Lebesgue の収束定理により，

∫
E1

f(x)n dx → 0 と

なり，また
∫
E2

f(x)n dx → µ(E2) < ∞ であり，単調収束定理により
∫
E3

f(x)n dx →

∞× µ(E3) となります．よって求める必要十分条件は f(x) ≤ 1 a.e. であり，答えは
µ(E2) です．

[3] εχEε(x) ≤ |f(x)| であることと，ε → 0+ のとき，εχEε(x) → 0 であることから，
Lebesgue の収束定理が使えて∫

X

εχEε(x) dµ = εµ(Eε) → 0

を得ます．

[4] x > 0 のとき
(
1 +

x

n

)n

は単調増大で ex に収束します．よって (0,∞) 上で

χ(0,n)(x)
(
1 +

x

n

)n

e−2xは単調増大で e−xに収束します．したがって答えは
∫ ∞

0

e−x dx =

1 です．

[5] (1)普通に積分して
1

2m− 1
− 1

2m
です．

(2) まずこれは交代級数で
1

n
は単調減少で 0 に収束するので和は収束します．さら

にこの和は
∞∑
n=1

(
1

2n− 1
− 1

2n

)
に等しくなります．(1)よりこれは

∞∑
n=1

∫ ∞

0

(e−(2n−1)x − e−2nx) dx



に等しく，これは単調収束定理より∫ ∞

0

∞∑
n=1

(e−(2n−1)x − e−2nx) dx

に等しくなります．この積分の中の無限和は普通に和が取れて，
e−x

1 + e−x
となります．

よって上記の積分は ∫ ∞

0

e−x

1 + e−x
dx = [− log(1 + e−x)]∞0 = log 2

となります．


