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[0] 次の各定理のステートメントを書け．
(1) 単調収束定理
(2) Fatou の補題
(3) Lebesgue の収束定理

[1] lim
k→∞

∫ ∞

0

x4ke−kx2

dx を求めよ．

[2] 測度空間 (X,B, µ) において考える．

(1) Ek ∈ B (k = 1, 2, 3, . . . ) に対して
∞∑
k=1

µ(Ek) < ∞ であれば，µ(lim sup
k→∞

Ek) = 0 で

あることを示せ．
(2) fk (k = 1, 2, 3, . . . )を X 上の複素数値可測関数で，正の数の数列 {δk}k, {εk}k につ

いて
∞∑
k=1

δk < ∞, lim
k→∞

εk = 0 が成り立っているとする．µ({x ∈ X | |fk(x)| > εk}) < δk

であればほとんどいたるところ lim
k→∞

fk(x) = 0 となることを示せ．

[3] R 上で Lebesgue 測度を考え，R 上の実数値可測関数 f を取る．ほとんどいたると

ころ 0 ≤ f(x) < ∞ であり，
∫
R
f dµ = ∞ であるとする．次の 4条件を 満たす X 上の可

測関数列 {fk}k=1,2,3,... が存在することを示せ．
(a) すべての k について，ほとんどいたるところ 0 ≤ fk(x) ≤ f(x) である．
(b) ほとんどいたるところ lim

k→∞
fk(x) = 0 となる．

(c) lim
k→∞

∫
R
fk dµ = ∞ である．

(d) すべての k について
∫
R
fk dµ < ∞ である．

(第二面に続く)



[4] E を Rn の Lebesgue 可測集合，Lebesgue 測度を µ とし，µ(E) < ∞ とする．E 上
の複素数値 Lebesgue 可測関数列 {fk(x)}k を考え，以下の条件が成り立っているとする．
『任意の ε > 0 に対し，δ > 0 が存在して，任意の Lebesgue 可測集合 A ⊂ E が

µ(A) < δ を満たすならば，すべての k について
∫
A

|fk| dµ < ε が成り立つ．』

ここでさらに lim
k→∞

fk(x) = f(x) がほとんどいたるところ成り立っているとすると，f

は E 上可積分であることを示せ．

[5] 1 < p < ∞,
1

p
+

1

q
= 1 とし，f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn) とする．

(1) f ∗ g(x) はすべての x ∈ Rn について定義されることを示せ．
(2) f ∗ g(x) は連続関数であることを示せ．
(3) lim

|x|→∞
f ∗ g(x) = 0 であることを示せ．

[6] (X,B) 上の二つの測度 µ, ν を考える．µ(X) < ∞, ν(X) < ∞ とし，µ は ν につい
て絶対連続，ν は µ について絶対連続であるとする．ν の µ についての Radon-Nikodym

密度関数を f とする．
(1) µ についてほとんどいたるところ f(x) > 0 であることを示せ．
(2) µ の ν についての Radon-Nikodym 密度関数を求めよ．


