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配点は各問 25点で，平均点は 64.6点，最高点は 100点 (4人)でした．

[1]
sinx

x
の Fourier 変換が πχ[−1,1](ξ),

1

1 + x2
の Fourier 変換が πe−|ξ| なので，

Plancherel の定理により，問題の積分の値は

π2

2π

∫ 1

−1

e−|ξ| dξ = π

∫ 1

0

e−ξ dξ = π(1− e−1)

となります．

[2] χ[−1,1](x) の Fourier 変換が
2 sin ξ

ξ
, χ[−2,2](x) の Fourier 変換が

2 sin 2ξ

ξ
なので，

χ[−1,1] ∗ χ[−2,2](x) の Fourier 変換が
4 sin 2ξ sin ξ

ξ2
となります．これは L1関数なので，

この Fourier 逆変換が χ[−1,1] ∗ χ[−2,2](x) にほとんどいたるところ一致します．x と ξ

を入れ替えて，
sin 2x sinx

x2
の Fourier 変換が

π

2
χ[−1,1] ∗ χ[−2,2](ξ) にほとんどいたると

ころ一致します．これを計算すると，

0, |ξ| ≥ 3,
π

2
(ξ + 3), −3 ≤ ξ ≤ −1,

π −1 ≤ ξ ≤ 1,
−π

2
(ξ − 3), 1 ≤ ξ ≤ 3,

となります．これは連続関数であり，また
sin 2x sinx

x2
は可積分関数なので，そのFourier

変換も連続関数となります．よって「ほとんどいたるところ一致」から「すべての点
で一致」が従うので，上の式が答えです．

[3] R上の急減少関数の列 {gn}n で，∥g − gn∥2 → 0 (n → ∞) となるものを取り
ます．このとき，∥f ∗ g − f ∗ gn∥2 ≤ ∥f∥1∥g − gn∥2 → 0 (n → ∞) です．よって，
Plancherel の定理より，∥f̂ ∗ g − f̂ ∗ gn∥2 → 0 (n → ∞) ですが，f, gn ∈ L1(R) なの
で，f̂ ∗ gn = f̂ · ĝn です．やはり Plancherel の定理により，∥ĝ − ĝn∥2 → 0 (n → ∞)

であり，∥f̂∥∞ < ∞ なので，∥f̂ · ĝ − f̂ · ĝn∥2 → 0 (n → ∞) です．これにより，f̂ ∗ g
と f̂ · ĝ とが L2 関数として一致し，結論を得ます．



[4]

f(x) =


1√
x
, 0 < x < 1,

0, x ≤ 0, x ≥ 1

とおきます．これが可積分であることは簡単にわかります．x < 0のときは f ∗f(x) = 0

であることがすぐにわかります．一方 0 < x < 1 のときは，

f ∗ f(x) =
∫ x

0

dt√
t(x− t)

=

∫ x/2

−x/2

dt√
x2/4− t2

= 2

∫ π/2

0

x

2
cos θ

2dθ

x cos θ
= π

となります．よって f ∗ f とほとんどいたるところ一致する連続関数を取ることはで
きません．


