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配点は各 25点，平均点は 60点，最高点は 100点 (2名)でした．

[1] ft(x) = f(x − t) とおきます．任意に与えられた ε > 0 に対し，g ∈ C0(R) で，
∥f − g∥p < ε となるものが取れます．g については台が有界なことより一様連続とな
り，台が有界なことをもう一度使うと，δ > 0 が取れて，|t| < δ のとき ∥g− gt∥p < ε

となります．|t| < δ のとき，

∥f − ft∥p ≤ ∥f − g∥p + ∥g − gt∥p + ∥gt − ft∥p ≤ 3ε

となるので結論を得ます．
授業でやった p = 1 の場合と全く同じ論法です．

[2] 求める関数の Fourier 変換は f̂(ξ) = πe−|ξ| の k 乗で，πke−k|ξ| です．これを逆

Fourier 変換して (f ∗ f ∗ · · · ∗ f)(x) = kπk−1

x2 + k2
です．(左辺が連続であることは容易

にわかるので，これは「すべての x」で正しい式です．)

[3] (1) f(x)e−εx2
は L1 かつ L2 なので，L1 関数として Fourier 変換したもの (すな

わち gε)と，L2 関数として Fourier 変換したもの (自動的に L2 となる)はほとんどい
たるところ一致します．よって gε は L2 関数です．
(2) fε(x) = f(x)e−εx2

とおくと，|f(x)|2 が可積分であることと，Lebesgue の収束
定理より， lim

ε→0+
∥fε − f∥2 = 0 がわかります．あとは Plancherel の定理によって結論

を得ます．

[4] まず ξ ≤ 0 として，原点中心で半径R, (R > 1), 上半平面にちょうど入る半円を

積分路として
e−izξ

(1 + z2)2
の留数計算を行います．

半円周上では z = Reit, 0 ≤ t ≤ π, とおくと，ξ ≤ 0 より，
∣∣∣∣ e−izξ

(1 + z2)2

∣∣∣∣ ≤ 1

(R2 − 1)2

と評価できます．これに積分路の長さ πR をかけてもR → ∞ としたときに 0 に収
束するので，半円周上の積分も R → ∞ としたときに 0 に収束します．また，半円
の下辺の積分はR → ∞ としたときに求めたい Fourier 変換の積分に収束します．一

方，z = i での留数は
i

4
(−eξ + ξeξ)となるので，求める積分値は

π

2
(eξ − ξeξ)です．

ξ ≥ 0 のときは下半平面に入る半円を使って同様の計算をすれば，
π

2
(e−ξ + ξe−ξ)で

す．両者を合わせて，答えは
π

2
(|ξ|+ 1)e−|ξ|です．

Fourier 変換して，e−|ξ| と自分自身の convolution を計算してもできます．


