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最高点は 100点 (3人)，平均点 52.9点でした．簡単な解説をつけます．

[1] 超関数として微分すると，f ′ = χ[−1,0] − χ[0,1] であり，f ′′ = δ−1 − 2δ0 + δ1

です．f ′ はすべての Lp(R) に入り，f ′′ はどの Lp(R) にも入らないことに注意し
ます．fk を (2k − 1)回微分すると，f

(2k−1)
k = f ′′ ∗ · · · ∗ f ′′ ∗ f ′ (f ′′ が k − 1 個と

f ′ の convolution)であり，2k 回微分すると f
(2k)
k = f ′′ ∗ · · · ∗ f ′′ ∗ f ′′ (f ′′ が k 個

の convolution) となります．一般に δa との convolution が平行移動であることとあ
わせると，(2k − 1) 階微分まではすべての Lp(R) に入り，2k 階微分から先はどの
Lp(R) にも入らないことがわかります．

[2] たとえば次のものが例です．

f(x) =



(x + 2)2

2
, −2 ≤ x ≤ −1の時，

1 − x2

2
, −1 ≤ x ≤ 1の時，

(x − 2)2

2
, 1 ≤ x ≤ 2の時，

0, その他の時．

この関数を超関数として 3回微分すると，

f ′′′ = δ−2 − 2δ−1 + 2δ1 − δ2

となります．これを Fourier 変換して，

−iξ3f̂(ξ) = e2iξ − 2eiξ + 2e−iξ − 2e−2iξ,

すなわち f̂(ξ) = 2(2 sin ξ − sin 2ξ)/ξ3 です．(f̂ は L2 でないといけないので原点で
もこうなります．) これより問題の条件が出ます．

[1] の問題の f が，s < 3/2 まで Hs(R) に入ることは授業でやりました．そこで，
これを 1回積分すればだいたいいいんですが，単に 1回積分すると L2 にならないの
で，上のように少し細工してから積分しました．

1/(1 + |ξ|3) の Fourier 逆変換なども答えですが，ここで聞いている具体的な表示
の条件に合っていません．

[3] たとえば，
1

1 + x2
,

sinx

x
などがそうです．指数減少しているが，C∞-級でな

い関数を Fourier 逆変換したものはすべて答えになります．


