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要 旨:ま ず,半 単純Lie群 のユ ニ タ リ表現の分岐 則の 中で 「良い振 る舞い」 をす るクラス と して
「離散的分岐 則」の定 義 と特徴 づけ を与 え る(§2)。 §3で は ,離 散分岐理論 を契機 と して表現論 内

部 に新 しく起 こ りつつあ る話題 を述べ る(分 岐 則の計算,Wallachの 予想,Kostant-Schmidの 公

式 の一般化,無 限次 元表現論 の代 数的手法 としての離散 的分岐則 な ど)。 一 方,§4で は 離 散分 岐

理 論 が他 の分野(保 型形 式,非 可換調和 解析,不 連続群 論な ど)に どの よ うに応 用 され,ど の よ う

に関わ るかを述 べ る。なお,§1で は,こ れ らの背景 と してLie群 の表現論 の大 きな流れの 一つ を

紹 介 する｡そ こで取 り上 げ る話題 はLie群 の表現 論の もち ろんすべ てでは ない が,最 も主要 な

部分 の一 つであ る。

§0.FouRIER級 数,FouRIER展 開 と 隠 れ た 対 称 性

最 初 に,Fourier級 数 とFourier変 換 の 比 較 か ら 始 め て み よ う。

L2(T)のFourier級 数 展 開 (離散的な和)

L2(R)のFourier変 換 (連続的な和)

前 者は離散 スペ ク トラムのみ による展 開であ り,後 者 は連続 スペ ク トラムのみ によ る展開であ る

こ とに注 目 しよ う。 この事実 は,さ まざ まな視点 か ら解釈 す るこ とがで きるだ ろ う。例 えば,

(1番 目の解釈)逆 変換公 式 を直接 求 めれば,も ち ろん1つ の証明 とな る。

(2番 目の解釈)微 分方程 式の立場 か らは,Fourier展 開は ラプ ラシアンd2/dx2に よる固有函数展

開 と解 釈 で きる。 「コ ンパ ク ト多様体 では,ラ プラシア ンは点 スペ ク トラ ム しか もたない」 とい

う事 実の特 別な場合 と して,Fourier級 数の離 散性 を説 明す るこ ともで きる。

(3番 目の解釈)表 現論 の立場 か らは,Fourier展 開 はRの 正則 表現

をRの 既約ユニタ リ表現

に よって既 約 分解 す る公式 と解 釈 で きる(同 様 に、Tの 正則 表現L2(T)を 既 約分 解 す る公式 が

Fourier級 数展 開で あ る と解 釈 で きる)。 「コ ンパ ク ト群の 正則表 現は既 約表現 の離 散直和 に分

解 され る」 とい うPeter-Weylの 定 理 をTに 適用 す るこ とに よって,Fourier級 数展 開の離 散性

を説 明す る こともで きる。
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(4番 目の解釈)や は り表現論 的な 立場 であ るが,LZ(T)やL2(R)に おいて 明 らか に現れ てい
る加法群TやRだ けで はな く,背 後 に潜む非可換 な群SL(2,R)の 作 用(隠 れた対称性)も こめ

て考 え るこ とに よ り,上 記 のスペ ク トラム にお ける連続 と離散 の差 異 をよ り深 く解 明す る こと

がで きるであ ろ う。 これ が,本 稿 で扱 う問題意識 の最 も単純 な場合 とな る。 まず,SL(2,R)はR

(正確 にはRU{∞})に 一次分 数変換

と して作 用す る。従 って、SL(2,R)の 元gはR上 の 函数f(x)の 変換

を定 め る。 この定義 ではf∈L2(R)で あ って もπ(g)f∈L2(R)と は限 らないの で修 正項 を加 え

よ う。 に対 し,対 応 す る重み(multiplier)を つ け加 えて

と定義すると,簡 単な変数変換か ら

となる ことがわか る。従 って の ときπζ(g)はL2(R)の ユ ニタ リ作

用素 であ る。 さ らに,

が成 り立 つの で,結 局 の と き(πζ,L2(R))はSL(2,R)の ユ ニ タ リ表現 を定

義 す る。 この表現 はSL(2,R)の 主 系列 表現 と呼 ばれ る古典 的な既 約ユ ニ タ リ表 現で あ る(V.

Bargmann, 1947 Ann. Math.)。

とお く。G'は 実数 の加法群Rと 同型な群 であ る。

で あ るか ら、Reζ=-1と な る ζに対 し既約 ユニ タ リ表現

(U(L2(R))をL2(R)の ユ ニタ リ作用素 全体)

をGの 部分群G'に 制 限 す ると これ はRの 正則 表現 に他 な らない。故 に

Fourier変 換=SL(2,R)の 主 系列表現 を部分群Rに 制 限 した ときの分岐 則

と解 釈で きる。同様 に,(適 当な変数 変換 をす る と)SL(2,R)の 主系列 表現 をL2(T)に 実 現 し,

SL(2,R)の 部分群

2



半 単純 リー 群 のユ ニ タ リ表 現 の離 散 分 岐理 論 とそ の 展 開(小 林 俊行)

に この表 現 を制 限 した ときの分 岐則 がFourier級 数で与 え られ る。図式 で書 くと,

隠れた対称性

対称性の破れ

にお いて,制 限 π｜G'の 既約分解 を与 え る公 式(分 岐則)は,以 下 の よ うにな る:

本 稿で は,Lie群Gの 既約 ユ ニ タ リ表現 π を 部分群G'に 制 限 した と きの既 約分解 π｜G'(分

岐則)が い つ離散的 にな るかの判定 条件 を与え る。G'が コンパ ク トな ら分岐 則は離 散的 とな る

(従 って,Fourier級 数 が離 散的で あ るこ との説 明がで きる)が,面 白い ことに,G'が 非 コンパ ク
トで も離散的 な分 岐則 は起 こ りうるこ とがわ かる。これ を正 確 に定式化 し,何 を意味す るのか説

明 す るために,§1でLie群 やユ ニタ リ表現 論 をご く簡 単 にサーベ イ を しよ う。

§1.よ り 根 源 的 な も の へ

Lie群(連 続群)は,1870年 代 偏微分 方程 式 の解 の変換群 と して,Sophus Lie(1842-1899)に

よって創 始 され開拓 され た概念 であ る。Lie群 やその表 現論は,現 在 に至 る まで解析,幾 何,代 数

が幾 重に も交錯 す る場 とな ってい る。20世 紀初頭 以来,Lie群 の表現 論に どの よ うな概念 が生 ま

れ,現 在 までに何 が解 決 し何 が未解 決 なのか、そ して 今 後 どうい う方 向への発展 が期待 で きる

ので あ ろ うか?ま ずは,「 既 約 な もの の分類 と既約 な ものへの分 解」― 喩 えて言 えば,化 学 で

分子 を記 述す るには原 子(あ るいは素粒 子)の 分類 とその組 成(繋 が り方)を 調べ ることが 出発点

とな る ように― とい う観 点に沿 って,現 状 を整 理 して み よう。

1.1.Lie群 とLie代 数(例 えば,教 科 書[19],[61],[102】 参照).

既 約 な対象:非 自明 な イデ アル を持 たな い(R上 の有 限次 元)Lie代 数gは,Rま たは 単純

Lie代 数 に限 る。R上 の単純Lie代 数 はs【(n,R),sp(n,R),su(p,q),su*(2n),so*(2n),so(p,4),

sP(p,q),s【(n,C),so(n,C),sP(n,C)と い う古典 型 の10系 列 と22個 の例外 型 に分類 され る(E.

Cartan, 1914)。 単 純Lie代 数 の分類は,単 連結 な既 約Riemann対 称 空間 の分 類 と同値 であ る。

その分類 にお いては,Dynkin図 形 に情報 を付加 した佐武 図形 に よって記述す るのが便利 であ る。

既 約な ものへ の分解:任 意の有 限次元Lie代 数は 単純Lie代 数 とRた ちの拡大(extension)に

よ って得 られ る。但 し,低 次 元の場合 を除 いてはLie代 数の拡大 は複雑 す きて,そ れ を完 全 に記

述 す る手段 は現状 では知 られ てい ない(例 えば,べ き零Lie代 数は低次 元の場合 しか分類 されて

い ない)。 そ こで 拡 大の ない場合 を考え よ う。Rと 単純Lie代 数 の直和 で表 され るLie代 数 を

簡約Lie代 数 といい,単 純Lie代 数 だけの直和 で表 され るLie代 数 を 半単 純Lie代 数 とい う。

Lie群:群 と多様体 の構造 を合 わせ持つ のがLie群 であ る。Lie理 論 によ りLie群 の(局 所 的な)

性質 がすべて そ のLie代 数 の性 質 と して記述 で きる。非 自明な連結正規 部分群 を持 た ない連 結

Lie群 は,R,T(ト ー ラス)ま たは 単純Lie代 数 に対応 したLie群 に限 る。SL(n,R),Sp(n,R),

SU(p,g)， … な どがその例 であ る。対応 す るLie代 数 が 簡 約であ る ようなLie群 を簡 約Lie群

とい う。簡約:Lie群 はRお よび 単純Lie群 の直積 に局所 同型 であ る。

線 型群:簡 約Lie代 数 には さま ざまな特徴 づけ が知 られ てお り,従 って 同値 な定義 を種 々与 え

ることがで きる。 な じみや すい と思 われ る別の定 義 も与 えてお こ う。

gが 簡 約Lie代 数 ⇔gはM(n,R)の 部 分Lie代 数でX∈gな らばtX∈g。

同様 に,GL(n,R)の(高 々有 限個 の連結成 分 を持つ)部 分群Gが 転 置で閉 じてい る(tG=G)な

らばGは 簡約Lie群 とな る。 この よ うなGを 線型簡約Lie群 とい う。逆 に,任 意 の簡約Lie

群 は 線 型簡約Lie群 の被覆 とな る。
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1.2.Lie群 の 表 現 論 の 基 本 課 題.

変換群 と線 型表現:そ もそ も,空 間への変換の合成法則 を抽 象 した もの が群 の起 源であ る。すな

わち,一 つの カテ ゴ リー にお ける対 象Xを 考 えれば,Xの 自己同型全体 か らな る群Aut(X)が 自

然に定義 され る。群Gか らAut(X)へ の準 同型写像 を与 え るこ とはす なわち群GのXへ の作 用

を定 め るこ とに他 な らない。特 にXが ベ ク トル空 間の と き準 同型 写像G→GL(X)(Xの 線

型同型写像全 体の なす群)をGの 表 現 とい う。さ らに,XがHilbert空 間の とき,準 同型写像

G→U(X)(Xの ユ ニ タ リ作 用素全体 の なす群)をGの ユ ニ タ リ表現 とい う。

線 型化:群Gが 集合Xに 作用 してい る とす る。 この作 用 をG×X→X,(g,x)→g・xと 書

く。 この ときg1.(g2・x)=(g1g2)・Xが 成 り立 つ。X上 の函数空 間r(X)(必 要に応 じて函数の

ク ラス を決 める)に 表現 π:G→GL(r(x))を π(g)f(x):=f(g-1・x)と 定 義 する ことがで き

る。さ らにXにG-不 変測度 μ が存 在 す るな らばr(X):=L2(X,μ)上 にGの ユ ニ タ リ表現

が 自然 に定 義 され る。 この ように,非 線 形 な作 用 か ら 「線型化 」 によ って表 現が 自然に現 れ る。

表現 論の 中心課題:上 述 した よ うに,数 学 のそ れぞれ の分 野(勝 手な カテ ゴ リー の勝 手な 対象

X)か ら群や表 現、すなわ ち 自己同型群Aut(X)やT(X)上 の表現が 自然な対象 と して現れ る。

も との カテ ゴ リー を(形 式的 に)捨 象 して,作 用お よび群 論的性 質 を研究 す るのが群 の表現 論で

あ る。 しか し(と い うよ り当然の こ とな が ら),表 現 論の実 際の手法 は、表 現論独 自の手法 とい う

よ りは,そ の表現 をどの ように実現 す るか に依 存 して数学 のさ まざまな分野 を基盤 と して い る。

逆 に、ひ とたび表現論 的な結果 が得 られれば 、同型な表現 が現れ る 異質の対 象間に新 しい結 びつ

きを予知 した り,異 なる分野 に新 しい手 法 を与 え た りす るこ とが期待 され る。

従 って 、表現論 では常 に表 現論 の外 部 との接触 が重要で あ ると考 え られ るが,そ れ を踏 まえた

上 で 表現 論 内部 の 中心課 題 は次の2つ に大別 され る:

(1)既 約 な表現(の 同値類)を 分類 し,そ れ を理解 せ よ。

(2)与 え られ た表現 を既 約分 解せ よ。

(1)に は,既 約表 現の構成,分 類 のパ ラメー タ(指 標 やそ の他 種 々の不変量)の 発見 と計算,ユ
ニ タ リ性 の判定 な どの問題 が含 まれ る。

群Gの 既約 ユニ タ リ表現の 同値類全 体 をGと 表す。Lie群Gの 任意 のユニ タ リ表現は既 約

ユニ タ リ表現 に分解 され る([93]参 照)。 あ る場合 には既約 分解は有 限 または可算 直和 で記述 さ

れ,ま たあ る場 合 には 「連続 」 直和,す な わち 直積分(direct integral)で 記述 され る。例 えば,

§0で み たよ うに、Fourier級 数,Fourier変 換 は,G=T,Rの ユ ニ タ リ表現L2(T)やL2(R)の

既 約分解 を与 え る。

(2)の 特別 な場合 と して

2-a)制 限の分解:H⊂Gを 部分 群,π をGの 既約 ユ ニ タ リ表 現 とす る。π をHの 表 現 に

制 限す る とHの 表 現 と しては 一般 に既 約 でない 。RestH(π)=π｜Hの 既約 分解 を(表 現

の)分 岐則(branching law)と よぶ。例 えば量子力学 での 「対称性 の破 れ」の記述 に対応 す

る。 テ ンソル積 表現 π1(×)π2の分 解 も分 岐則の特 別 な場合 で あ る。

2-b)誘 導表 現の分解:H⊂Gを 部分 群,σ を今度 はHの 既 約ユ ニタ リ表 現 とす る。表 現の制

限 の双 対 的な概 念 として,誘 導表現 ⅠndH(σ)が 定義 され る。 これは既約 とは限 らないG

の表現である。函数空間やベ ク トル束の切断の空間,あ るいは コホモロジーとして幾何的

に実現 され るGの 表現は基本的に誘導表現のタイプである。特 に等質空間上の大域解析

は σが自明表現1の 場合に対応する。

1.3.Lie群 の 表 現 論 の 基 本 課 題 に 関 す る 現 状.

Lie群 の既 約表現 の分類 につ いて:群 拡 大 に対 す る既約 ユニ タ リ表現 の構 造 を解 析 す るこ とに

よ り.一 般 のLie群 の既約ユ ニ タ リ表 現 の分類 におい て.「 原 理的1の 既 約ユ ニ タ リ表現 に関 す

1「 原 理 的 」 と い う の は 自 明 と い う意 味 で は な い
。 例 え ば,べ き 零Lie群(:Rの 群 拡 大 で 得 ら れ

るLie群)に こ の 原 理 を 使 っ て,Kirillovは べ き 零Lie群 の 既 約 ユ ニ タ リ 表 現 を 分 類 し,軌 道 法(orbit

method)の 概 念 に 到 達 し た(1962)。
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る」には単 純Lie群 の既 約ユ ニ タ リ表 現 が最 も基本的 な役割 を果 たす。 そ こで,以 下で1魂 単純

Lie群(あ るい は 少 し一般 に簡約Lie群)の 既約 表現 を扱 お う。

既 約有限 次元表現 の分類:Cartan-Wey1の 最高 ウ ェイ ト理論 に よって既 約有限次 元表現の分類

が完成 した(1925)。 すなわ ち,Gの 既約 有限次元表現FはBore1部 分代 数の1次 元表現Xに

よ って分類 され る。逆 にXか らFを 構成 す る方法 には,Verma加 群の既 約商加 群 を とる代数

的方法 やBorel-Weil-Bot七 による複 素多様 体上 の幾何的構 成法([89Dな どが知 られ ている。

簡 約Lie群 の既約 表現 の分類:1970年 代後 半 か ら1980年 代初 頭 に(位 相 を類別 しない立場 で

の)分 類 が完 成 した。大別 して次 の3種 類 の方法 が知 られ てい る。

(1)行 列要素の漸近挙 動に注 目 したLanglandsに よる解析 的な手法 とKnapp-Zuckermanに
よるR-群 を用 いた緩増加 表現 の記述 に基 づ く分 類([65】,[28]),

(2)VoganのminimalK-type理 論 とZuckermanの 導来函 手加群(Borel-Wei1-Bott理 論
の一般化)お よびLie代 数の コホモ ロジー(最 高 ウ ェイ トの一般化)を 用 い る代数的な分

類 法([95],【96]),

(3)Beilinson-Bernstein,Brylinski-柏 原 に よる旗 多様体上 のD-加 群 の理 論 とKc-軌 道の幾
何 に基 づ く分類2([3】)。

これ らの相互関係 については,1980年 代後 半 よ り,柏 原,Schmid, Hecht, Milicic, Wolf, Vilonen,

宇沢,Mirkovic,落 合(啓)な どに よって研究 されてい る。

簡約:Lie群 の既 約 ユ ニタ リ衰現の分 類:V.Bargmannに よるSL(2,R)の 既 約ユ ニタ リ表現の

分類(1947Ann.Math.)以 来,Gel'fand-Naimark, Vakhutinski,土 川 、平井,Diximier, Thieleker,

Kraljevic, Silva, Duflo, Speh, Barbasch, Vogan等 に よる個 々の場 合の多 くの文献 があ るが,約

半 世紀過 ぎた1999年 現在 にお いて も,簡 約Lie群 の既 約ユ ニ タ リ表 現の 分類 は まだ未解 決で

あ る。 すなわ ち,既 約 表現(分 類 済み)の 中で ユ ニタ リ内積 を持つ ものが決定 されて いない。分

類 が完成 した単 純Lie群 は、実 ラ ンク1す べ て と若干 の低 ラ ンクの単純Lie群 の他,SL(n,R),

SU*(2n),SL(n,C),SO(n,C)、Sp(n,C)な どであ る。逆 に,古 典型の単純Lie群 でもSO(p,g),

SU(P,9),Sp(P,4),Sp(n,R),SO*(2n)と い ったLie群 の既 約ユ ニ タ リ表現 の分類 はp,q,nが
一般の場 合未完成 で あ る。 また,既 約ユ ニタ リ表現 の 中で特 別 なクラ スと しては,

i)既 約ユ ニ タ リ最高 ウェイ ト表現3に 関 しては1980年 代初頭 に分類 が完成 した([11])。

ii)regular integralな 無 限 小指標 を持 つ場 合 にはSalamanca-Riba, Voganに よる研 究が進 んで

い る。

既 約ユ ニ タ リ表現 の構成 とユ-ニポテ ン ト表現:既 約 ユニ タ リ表 現 を構 成 す る手 法 と しては,通

常 の放物 型誘 導表現(例 えば 主 系列表現[102])と そのユ ニ タ リ内積 の解 析接続(補 系列)、お よ

び1970年 代後 半のZuckermanの 導来函手加群([27],[96],[101])が 知 られてい る。 これ らの函

手 によ って,既 約ユ ニタ リ表現の分類 を 「よ り簡単 な」既 約ユ ニタ リ表現の分類 に帰着 させよ う

とい う方針 で1980年 代半 ば以降Voganを 中心 に研 究 が進 め られてい る([99】)。 すな わち,ユ

ニ タ リ性 を保存 す る導来 函手 自身 の性 質 とこれ以 上簡単 な表現 か らは 誘導 で きない よ うな既約

ユ ニタ リ表現(ユ ニ ポテ ン ト表 現 がこれに相 当す る概念 であ る)の 分類 が主 要な問題 にな る。

前者 の函手 につい ては,

i)一 般論 はZuckerman, Vogan, Wallachな どの結果(～1984)(例 えば[97],[100])を まとめた

教科書 や概説 記事[27],[39]、[96],[99]、[101]な ど,

ii)特 異 パ ラメー タに関 す る既 約性 や非 消滅 の条 件に 関 して は 松木一大 島[72]、松木(1998),Vo-

gan(1988)[98]、 小林(1992)[34]な ど
の代 数的 な結果 があ る。

後 者のユ ニポ テ ン ト表 現 につい ては,一 次 元表現 やmetaplectic群 のSegal-Shale-Weil表 現

がその典 型例 であ るが,1990年 代 に入 って,そ の他 の群 のユ ニポテ ン ト表現 の構成 が,Kostant,

2た だ し,既 約表現 の分類 をD-加 群の立場 で特異パ ラメー タの場合 をこめて完遂 した文献 は現
在 なお現れ てい ない よ うであ る。

3例 えば ,Segal. Shale-Weil表 現 の成 分 正則 離散系列表 現な ど。
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Kazhdan, Binegar, Zierau, Huang, Zhu, Li, Torasso, Gross, Wallach, Kobayashi,のrstedな ど

によ り盛 ん に行 われ てい る([14],[60],[67],[64]な ど)。 その手法 として は,

i)Howeのdualpairを 用 い る構成(Huang,Zhu,Liな ど)

ii)退 化 主系列 の部分 表現 として実現 す る構成(Kostant 1989, Binegar-Zierauな ど)

iii)Conformalgeometryを 用 い る構成(小 林-Orsted,1991)

iv)極 大放物型 部分群 への制 限 を用 い る構成(Torasso, 1997)

な どさ まざ まで あ り,ま た,こ れ らのユニ ポテ ン ト表 現同士 には後述 す る 「離散 的分岐 則」 とも

深い繋 が りが あ るこ とが次第 にわ か りつ つあ る([14],[67],[60]参 照)。

誘導表現 の既約 分解(非 可換 調和解 析)に つ いて:(解 決 した場合)Lie群Gの 閉部分 群Hの

既 約ユ ニ タ リ表現 τ か らの 誘導表 現 はG/H上 のG-同 変ベ ク トル 束 の切 断 の空 間に実現 され

る。特 に,7が 自明 な一次元表 現1の 場合,IndGH(1)=L2(G/H)の 既約 分解 を具体的 に与え る

定 理はPlancherel型 の定理 とよばれ,G/Hが 次の ような場合 に具体 的 な既約 分解 が得 られて

いる([10],[16],[18],[84]):ま ずC/Hが 群多様体G'×G'/diag(G')の 場合,G'がTやRに 対

してParseval-Plancherelの 公式,コ ンパ ク ト群G'に 対 してPeter-Weyl理 論(1927),簡 約Lie

群G'に 対 してHarish-Chandra(1976);次 に,G/Hが 対称 空 間の場 合,Helgason(Riemann対

称 空間),大 島-関 口(次),Delorme,vandenBan-Schlichtkrull(簡 約対 称空 間)な ど。

これ らの既 約分解 において 、離 散系列 表現(§4.3)は 特 に重要 な役割 を果 たす。

(未解 決 の場 合)上 記の例 はい ずれ もG⊃Hが ともに簡約 なLie群 の場合 で あるが,対 称 空

間や群多様 体以外 の簡 約型等 質多様体G/HのPlanchere1型 定理 は未 解決 な問題で あ る。新 し

い方向 と して,古 典的 な積 分幾何 を変分法 か ら見 直す とい うGindikin-小 林の 普遍 逆公式 を用い

た結果([42])が あ る。

次 に,τ が一般 の既 約ユ ニ タ リ表現 の場合は,べ き零Lie群 に関 してはorbitmethodに よる

美 しい解 答 があ る反 面,簡 約:Lie群 に関 しては まだ研究 が少 な く,こ れ か らの課題 であ る。そ

して,そ のFrobenius双 対 に相 当す るの が 次 の問題で あ る。

制 限の既約 分解(分 岐則)に ついて:ユ ニ タ リ表現 の制 限問題 は,そ の発展 と応 用 が,今 後 ます

ます興 味深い と筆者 が期待 してい る分野 であ るが,こ れ までは非 常に限 られた場合 に しか研 究 さ

れ ていな い。

(研 究 されて い る主 な対象)0を 簡 約Lie群,KをGの 極 大 コ ンパ ク ト群 とす る(例:G=
GL(n,R),K=O(n))。

i)任 意の π∈Gに 対 し,制 限 π｜Kは 離散的 かつ重複度有 限の既 約分解 をもつ(Harish-Chandra,

1950年 代[15])。 この定理 は,簡 約:Lie群 のユ ニタ リ表現 論 を(gc,K)-加 群 とい う代 数 的な

対象 として扱 うことを可能 に した重要 な結果 であ る。 この定理 の非 コンパ ク トな部分群へ の

拡 張 が §2の テーマ とな る。 また,具 体 的 な公式 と して は,正 則離 散系列 表現 のRiemann対

称対 に関す る分 岐則(Hua-Kostant-Schmidに よ り証 明 され[87],小 林 に よ り半単純 対称対 に
一般化 された[55];§3 .2参 照)や 離散 系列表現 に対 するBlattner予 想(Hecht-Schmidに よ り

解 決 され,Voganに よ って一般 化 され た;[17],[96])な どが知 られて い る。

ii)Mackey理 論([68l)を 用い る手法 に よ り,主 系列 表現 な ど(古 典 的な意味 での)誘 導表現 を部

分群 に制 限 した と きの分岐 則は,(別 の)誘 導表現 の既 約分 解 に帰 着す る。前項 で述べ た よ う

に,帰 着 した問題 自身の多 くは残 念な が ら未解 決で ある。この方向 によ る発展は(簡 約Lie群

の場合)1970年 代 頃 までが主 要な ものであ り,そ れ 以降は,非 可換調 和解析 の発展 に伴 った結

果が散見 され る。

iii)Weil表 現のreductive dual pairに 関す る分 岐則はHowe対 応 と呼 ばれ,θ-liftな ど保 型形式

に重要な手法 を与え る。具体的 な分岐則 は,離 散スペ ク トラム を中心 に,Howe,柏 原-Vergne,

Adams他 多 くの研 究者 によ って1970年 代 以降,活 発 に研究 されて い る([1],[21],[25])。

しか し,離 散系列 表現 のよ うに 通常 の誘導表現 では表 され ない表現 を非 コンパ ク ト部分群 へ

制 限す るとい った問題は,応 用上 重要で あ るに もかかわ らず これ まであ ま り研 究 され て来 な かっ

た。§3で は,こ の よ うな問題 の糸 口 を見 いだそ う。 ここで,も う一度 §0の 例 を振 り返 る。

例(Fourier変 換 とFourier級 数論).2つ の解釈(前 者はwell-known)を 述べ る:
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1)(誘 導;正 則表 現 の既 約 分解 と して の解 釈)G=Rの と き,部 分 群{0}か らの誘 導 表現

L2(R/{0})の 既 約 分解 がFourier変 換 で与 え られ る。 同様 にG=Tの ときのL2(T)の 既

約分解 がFourier級 数展 開 に他 な らない。

2)(制 限;主 系列 表現 の分岐則 としての解釈)G=SL(2,R)の ユ ニタ リ主系列 表現 をGの 部分

群RやT～SO(2)に 制 限 した ときの分岐則 はFourier変 換 、Fourier級 数展 開で与 え られ る。

非可換 調和解析 は,従 来,例(1)の 延 長線上 に多 く発展 して きた。一方,最 近 のwavelet理 論

に見 られ るよ うに,例(2)に お ける一次分数 変換群SL(2,R)の よ うな隠 れた対称性 を積極 的 に

用 い ることに よ り,よ り深 い解 析 が可能 にな る場合 があ る。後 者の方 向で,既 約 分解 の測度 の連

続性 、離 散性 につ いて考察 す るのが §2の テーマ であ る。 すな わち,逆Fourier変 換 にお け る測

度の 連続性,Fourier級 数展 開 におけ る測度 の離散性 とい う両極端 の性 質 をSL(2,R)と い う隠

れた対称 性 か ら説明 す る試み の延長線 上 に理 論 を展 開す るこ とに なる。

§2.離 散 的 分 岐 則

2.1.離 散 的 分 岐 則 と は 何 か.

ユニ タ リ表現 の分岐則:表 現 を部分群 に制限 して既 約分解 す る,す なわち,分 岐則 を求 め る問題

を考え よ う。有限次 元表現の場合 は計算 の複雑 さ,組 み合わせ論 的困難 さはあ るもの の原理 的に

指標 の計算 に よって分岐則 を求め る手順 が存在 す る。一方,無 限次元ユニ タ リ表現の場合 は分 岐

則 を求め る一般 的な手順 そのものが知 られていない。§1.3の 最後 に述べ た特 別な場合 を除 き,ユ

ニタ リ表現 の分岐則 を求 め る問題 は多 くの 重要な場合 が1990年 代 初頭 まで手つ かずであ った。

無 限次元ユ ニ タ リ表現の分 岐則 を求 め る際の 困難 さを列 挙 して み よう。

i)離 散系 列表現 な ど応 用上 重要 な表現 は、通常 の誘導表 現 と しては 表せ ない ため,Mackeyの

古典理 論 が使 えず,分 岐則 の問題 を よ り簡 単な(あ るいは低次 元の)問 題 に帰着 させ る一般 論

が今 の とこ ろ見い だされ ていな い。

ii)Hが 非 コ ンパ ク トな部分 群で あ る とき分岐則 は しば しば離 散スペ ク トラム と連続 スペ ク ト

ラ ムの両方 を含 む ため代 数的 手法 で分岐則 を求 めるのは 困難 であ る。

iii)(G,H)が 半単純対 称対 の よ うな良 いpairで あ って も,分 岐 則 にお け るHの 既約 ユニ タ リ

表 現 の重複度 は しば しば無限 にな る。

iv)(G,H)を 止 め た とき,全 てのGの 元 π に対 してHへ の制限 πIH(分 岐 則)を 求 め るこ と

と、全 てのHの 元Tに 対 し誘導表現IndGH(T)の 既約 分解 を求 める こと とは困難 さにおい て

ほぼ 同程 度 と考え られ る。後 者の現状 は,τ=1に 対 す る問題(非 可換調和 解析)が 現在 の中

心 的発展段 階 であ り,dimτ=∞ の研 究は殆 ど未知 であ る([30],§1.3参 照)。

「良 い枠 組み 」 と しての離散 的分岐 則:こ の ようにすべての場合に対 して 無限次元表現の分岐則

の 問題 を考 え るのは,あ ま りに多 くの事柄 が混在 してお り,一 般論 を追求 してもgeneral nonsense

にな る危険性 が高い。そ こで 無 限次元表現 の分岐則 を研 究す るために 「良 い枠 組み」 を見つ け

るこ とが重要で あ る と考 え られ る。「良い枠 組み」 と して

イ)面 白い例(既 知 の もの も未知 の もの も)や 応用 上重要 な場合 が多 く含 まれて い る

ロ)分 岐則 を具体 的 に求め るのが容 易 あ るいは 原理 的 に可能 であ る と期待 され る

とい う2点 を満足 す るもの と して,次 の定 義 を提 案 した(小 林,Ⅰnvent.Math.1994)。

定 義2.1([43]).G⊃Hを ともに実簡約Lie群 と し,π ∈Glと す る。制限 πIHがHの 離散 直

和 で分解 され,各 重複 度 が有 限で あ ると き,π｜HはH-admissibleと い う。

例2.2.1)H=K(極 大コ ンパ ク ト部分群)な ら 任 意の π∈Gに 対 して πkはK-admissible

で あ る4(Harish-Chandra;§1.3参 照).

4通 常
,こ の性 質は 単 にadmissibleと 呼 ぶ。定 義2.1の 用語 は ここか ら採用 した。
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2)π がWeil表 現,H=H1H2がreductivedualpair5で あ って,-Hlが コ ンパク トな らば π｜H

はH-admissible(Howe,[21]).

例 えば,Fourier級 数 はSL(2,R)の 主 系列 をSO(2)に 制 限 した と きの 分岐則 に対 応 す る。

Fourier級 数は、離散的 な既 約分解 であ り,各 既約表 現 の重複度 は1で あ る(従 って 重複

度 有限で もあ る)。 これは 例2.2(1)の 最 も簡単 な場合 であ る。

さて,定 義2.1の ポ イ ン トは,分 岐則 に連続 スペ ク トラムが現れない とい う解析 的な条件 であ

る。 「離散 的な分岐 則」 とい う概 念は,代 数 的に(gc,K)-加 群 の言葉 と して定 式化 す ることもで

き る(小 林,Invent. Math. 1998)。 定義2.1と 代 数的 な意 味での離散 的な分岐則 とい う2つ の概

念 は微 妙に異 なるが,逆 に,そ の違 い を積極 的に抉 り出 して活用す るこ とによ りWallachの 予想

が証 明で きる[58]。 ここでは,入 門的 な概 説記事 の枠 をこえ るため 代 数的 な定式化 は割愛す る。

上の定 義2.1の 意義 は,こ れ まで知 られ ていな か った6多 くの 組(G,H,π)に 対 して分岐 則

π｜HがH-admissibleと な る とい う事実 の発見(定 理2.4)に あ る。すな わち,ユ ニタ リ表現 の分

岐則 の問題 には実は 挑戦 可能 な問題 が多 く存在 す るのであ る。

2.2.分 岐 則 が 離 散 的 に な る た め の 判 定 条 件.

簡 約Lie群GがGL(n,R)にtG=Gを 満 たす よ うに実 現 され てい る と し,Gお よび

K=G∩O(n)のLie代 数 をg,tと 書 く。tの 極 大可換 部分空 間tを 選 び、Cartan|Weylの 最

高 ウ ェ イ ト理 論 に よ りKと の 格 子 点 の 部 分 集 合 で あ るintegraldominantweightと を

同 一 視 す る 。 次 の 定 義 は 柏 原 一Vergne[26]に よ る も の で あ る 。

定 義2.3(Asymptotic K-supPort).π ∈Gに 対 し,

こ こで、Rnの 部分 集合Sの 極 限錐Soo([24])と は次 の よ うに定義 され る錐 であ る。

HをGの 簡約 な部 分群 とす る。 そのLie代 数 を り と し,tに お け る り∩tのKilling形 式

に関す る直 交補空 間 を(り ∩t)⊥ と書 く。t*とtもKilling形 式で 同一視 す る。小林(Ann. of

Math.,1998)に よ る離散 的分岐 則の判 定条件 を抽 象的な形 で書 くと

定理2.4(離 散的分岐 則の 判定条件).G⊃Hは ともに簡 約Lie群,π ∈Gと す る。

な らば,分 岐 則 π|HはH-admissible,す なわ ちHの 可 算直和/有 限重複度)と して表され る。

例2.5.H=P(の 場合 はAd(h)(り ∩t)⊥={0}で あ るか ら,定 理2.4の 条件 は 任 意 の π∈CF

に対 して満 た され る。 この場合 の定 理2.4の 結論 はHarish-Chandraの 定 理(例2.2(1))に 他

な らない。

5H=H1H2の 形 で ,H1とH2はGに おい て互い に他 の 中心化部分群 とな る簡約Lie部 分群 。
61g80年 代後 半頃 まで 多 くの専門家 の間では

,「Hが 非 コ ンパ ク ト,πが最高 ウェイ トを持 たな
い」 とい う一般 的設定 では,分 岐則 πIHが 離散 的 にな るこ とは た とえあ った と しても例外的 な現

象であ り,ま ずその ような例 が存在 しない だろ うと認識 されてい た。離散 的分岐則 の最初の非 自

明な例(小 林,1988[30])は,不 連続群 の問題(§4.4)と 関連 して,SU(2,2)～SO(4,2)のGel'fand-Kirillov

次元5の 離散 系列表 現 をSp(1,1)～SO(4,1)に 制 限 した ときの分 岐則(重 複度1か つ離散 的に分

解 す る)と して得 られ た。 また ロシアで も独 立 に類似 の例 が発 見 され た よ うであ る。

8
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例2.6.(G,H)=(U(2,2),Sp(1,1))～(SO(4,2),SO(4,1))の 場合,Gの 中で,regularか つ

integralな 無限 小指標 を もつGの 既 約ユ ニ タ リ表 現は18系 列(離 散系列 表現 は6系 列)あ り,

その 内12系 列(離 散系列 表現は2系 列)が,連 続 スペ ク トラムのない離 散的な分 岐則 をもつ。

具体 的な表 現 π に対 してASK(π)を 実 際 に計算 す るこ とがで きる[51]。 定 理2.4を 具体 的

な例 に適 用 す る計算 の コ ツについ ては,例 えば[48]参 照。 また,定 理2.4の 逆 もほぼ成 り立 つ

[58]。 定理 の証明 には,連 続 スペ ク トラムの存在 の有 無 を 「表現の大 きさ7」 と して,ど の よ うな

概 念 によ って評価 す るか がポ イ ン トにな る。十 分性(定 理2.4)は 指標 を超 局所 的 に捉 え,そ の

特 異 スペ ク トル を研究 す る とい う1970年 代後 半の 柏原-VergneやHoweに 始 まるアイデ ィア

を発展 させ るこ とに よ り証明で きる。逆 に必要性 は,無 限次元表 現の大 きさをD-加 群 的 に捉 え

た不 変量(associated variety)に 置 き換 えて評価 し,さ らにHarish-Chandraの(9c,K)-加 群 の

理論 を無限次 元表現 の代 数的直和(離 散的分解)に 一般化 してその基 本的性 質 を調べ ることで証

明で きる。なお,Zuckerman導 来 函手加群 の場合 には,定 理2.4の 代数 的な別証 明 もあ る[43]。

§3.離 散 的 分 岐 則 に 関 わ る 表 現 論 の 新 し い 展 開

前 節の定 理2.4の 判定条 件 に よって,か な り多 くのユ ニ タ リ表現 の分岐則 が離 散的 に既 約分

解 す るこ とが判明 した。こ う して,従 来 扱われ ていなか った多 くの分岐則 の問題が,種 々の代 数

的手法 を活 用す るこ とに よって研究 す るこ とが可能 にな った。さ らに,離 散 的な分岐則 の場合 を

深 く研究 す ることによ って,連 続 スペ ク トラムの存在 す る一般 的な場合の分 岐則 に関 する予想や

手 が か りが掴 め るこ ともあ る。

ここでは,ご く最 近 の結 果 の中か らい くつ かの題 材 をかい つ まんで解 説 しよ う。

3.1.WaRlachの 予 想.

予想3.1(Wallach).(G,G')を 半単純 対称対,π ∈GがGの 離散系列 表現 な らば

例 えば,Harish-Chandraの 基 本定理(例2.2(1))はG'が コ ンパ ク トの と きに上記 の主張 が

正 しい事 を示 してい る。然 るに,G'が コ ンパ ク トな らば π｜G,は離散分解 可能 であ る。実は,π ｜G'

が代数 的 に離 散分解 可能 とい う仮定 だ けの下で(G'は コ ンパ ク トで な くともよい),Wallachの

予想は成 り立 つ。 すな わち,つ ぎの定 理が成 り立つ。

定 理3.2(小 林,[58]).π ∈Gが 離 散系列 表現 とし,πKを そのHa,rish-Chandra加 群 とす る。

とな る。 但 し,K'=K∩G'はG'の 極大 コ ンパ ク ト部分群,T -K'はTのHarish-Chandra加

群。 特 に,制 限 π|G'が 離散分解 可能 な らばWallachの 予想 が正 しい 。

なお,連 続 スペ ク トラム に対 す る重複度 は,(G,G')が 半 単純対 称対 であ って も,無 限 にな る

場合 があ る。 す なわち,Wallachの 予想の類 似は成 り立 たない(cf.[43])。

また,表 現 を幾何 的に実現 す るこ とに よ り,定 理3.2(Wallachの 予想)か ら 「連 立系はholo-

nomicで はな く,局 所解 は無 限次元 にな りうるが大域 解 が有 限次元 にな る8」 よ うな例 をた くさ

ん構 成 す るこ とがで きる。

7表 現 空間は無 限次 元の可分 なHilbert空 間であ り
,位 相線型 空間 と して は どれ も同 じで あ る。

しか し,群 の作 用 の観 点 も こめて 考えれ ば,無 限次 元表現 の大 きさを区別 す るこ とがで きる。大

きさ を測 るた めの概念 の1つ がGel'fand-Kirillov次 元 であ る。
8コ ンパ ク ト多様 体上 の楕 円型 微分作 用素 に対 す るAtiyah -Singerの 指 数定理 の よ うに ,こ の よ

うな大域解 の次 元 と幾何 的な性 質 とが何 らかの結び つ きをもつか も知 れない 。
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3.2.Kostant-Schmidの 公 式 と 非 コ ン パ ク ト 部 分 群 へ の 拡 張.

次 に 離 散 的 な 分 岐 則 の 明 示 公 式 の 例 と し て,Kostant-Schmidの 公 式 の 一 般 化 を 説 明 し よ う 。

GをHermite型 の 非 コ ン パ ク ト単 純Lie群,す な わ ちSU(p,4),SO(n,2),sp(n,R),SO*(2n),

E6(-14),E7(-25)と 局 所 同 型 なLie群 と す る 。GのLie代 数 を9と 書 き,

をAd(K)の 既 約分解 とする。tをtの 極 大可換部分代数 とし,正 ルー ト△+(t,t)を 固定 する。G

の既 約最 高 ウェイ ト表現(π,V)は,K-既 約 な表 現Vp+:={v∈V∞:dπ(X)v=0(∀X∈P+)}

に よって分 類 され る。そ こで,K-表 現Vp+の 最 高 ウェイ トを とす ると き,(π,V)

をVG(μ)と 表 記 しよ う。 この記 法は他 の同様 の群 に も使 う。

また,dimVp+=1の ときVを スカ ラー型 とよぶ 。最高 ウェイ ト表現VがL2(G)の 閉部分

空 間に実現 され る とき,Vを 正 則離散 系列表 現 とい う。 これ は,最 も古 くか ら研 究 されて きた

離散 系列 表現 であ る。 なお,ス カ ラー型 の正則離 散系列 表現のcoheren tcontinuation 9に よ り任

意の正則 離散 系列表現 が得 られ る(Zuckerman,[106])。

さて,τ ∈Aut(G)がHermite対 称空間G/Kに 双正則変換群 と して作用す ると しよう。τあ る

いは その微分 の固定点集合 を右 肩 に τをつけて表示 する。例 えば,Gτ={g∈G:τg=g}で あ

る。Gτ の単位 元の連結成分 か らな る簡約Lie群 をG6と 表す。{V1,Y2,_,Vk}を △((p+)-τ,tτ)

の極大 なstronglyorthogonalsetと す る とk=R-rankG/G「 であ る(詳 細 は[55】 参 照)。

定 理3.3(小 林,1997)・G,τ,{vj}は 上 の とお りと し,H:=Gτο とお く。(G,H)は 半 単純対称

対 であ る。Gの スカラー型 の正 則離散 系列表現VG(μ)∈GのHに 関 す る分岐則 は次の公式 で

与え られ る。

(3.3.1)

上記 の定理 において,Hが 非 コンパ ク ト群 な らば,VH(*)は 無 限次元 表現 とな る。

定理3.3は 次 に述べ る既 知 の結果 を特別 な場 合 と して含 む:

i)Hua-Kostant-Schmidの 公 式(Hが 極 大 コンパ ク ト群Kに 一致 す る場合 。 この と きは

VH(*)は 有限 次元で あ る,[87])。

ii)SU(2,2)な ど低次 元の特別 な計 算例(Jakobsen, Vergneな ど,[23])。

3.3.ユ ニ ポ テ ン ト表 現 と 離 散 的 分 岐 則.

metaplectic群G=Sp(n,R)のSegal-Shale-Weil表 現 π のreductivedualpairに 関 する分

岐則はHowe対 応 と して,古 くか らさ まざ まな動機 か ら研 究 され て きた。π はC型 のsplit群

Gの ユニポ テ ン ト表現 であ る。1990年 代 に入 ってか ら,他 の群 のユニ ポテ ン ト表現 に対 しても,

reductive dual pairに 関す る分 岐則 が研 究 され は じめ た。例 えばR上 の代数 群で は次の結果 が

知 られ てい る。

i)Gが 実 ラ ンク4の 例 外群,Gross-Wallach(1994)(離 散的分岐 則の場 合),

ii)GがE型,J-S.Li(1996)(離 散 的分岐 則の場合),

iii)GがD型,小 林-Orsted(1991(離 散的分 岐則の場合);1997(一 般 の場合))。

(i),(ii)はZuckerman導 来 函手加群の性質 を用いた代数的手法で,(iii)はconformal geometry
におけ る山辺作用 素 を用 いた幾何 的手法 でそ れぞれ離 散スペ ク トラ ムを求 めた結果 であ る。

9表 現 のパ ラメー タに関 す る格 子点上 の 「解析接続 」 に相 当する。
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§4.離 散 的 分 岐 則 と 周 辺 分 野 と の 関 わ り

4.1.分 岐 則 と 幾 何.

ユ ニ タ リ表現 の分岐則 は,従 来 よ り 量子力学 におけ る対称性 の破 れの 記述 や 保型形 式 にお け

るθ-liftな ど他の分 野 の研 究 か らの動機 に よ って7そ の 発展 が促 進 され て きた。 この節 では,ユ

ニ タ リ表現の分 岐則 と周辺 分野 の間 に,1990年 代 に見 い だされ た新 しい 関わ り合 い について述

べ たい。 その基 本的 な考 え方([43])を 標 語的 に述 べ るな らば

「表現 が一 つの対 象(object)を 記 述 するのに役 立つ とすれば
,

表現 の分岐則 は その射(morphism)を 記述 するの に役 立つ」

とい うこ とで あ る。す なわち,

Xの 幾何 ⇔ 函数空 間 Г(X)

写像f:Y→X⇔ 引 き戻 しf*:Г(X)→ Г(Y)

にお いて群 が作用 してい る状 況 を考 え る。正確 にい うと,G'をGの 部 分群 と し、Xに は群G

が作用 し,vに は群G'が 作 用 し,fはG'-同 変 と仮定 す ると

Gの 作用 す る空 間Xの 幾 何 ⇔Gの 表現 Г(X)

G'一同変 な写像f:Y→X⇔Gの 表現 Г(X)のG'へ の制限(分 岐則)

とい う見 方 がで き る。そ こで,Gの 表現 をG'に 制 限 した ときの様 子(分 岐則)が 詳 しくわか っ

ていれば,引 き戻 し写像f*を 表現 論的 に理解 す るこ とがで き,も との写像f自 身の理 解の助 け

にな ると期待 で きる。

この原 理10に おいて,表 現 論 にお け る離 散的分 岐則 が 他 の分野 に翻訳 され た とき何 を意味 す

るの か,ま た 離散 的分岐則 の判定 条件(§3)が どの よ うな設定 にお いて研究 の手法(道 具)と し

て役 に立 つの か,そ の典 型的 な例 を述べ てみ る。

4.2.局 所 リ ー マ ン 対 称 空 間 のmodular symbolの 消 滅 型 定 理.

大雑把 にい う と,modular symbolと は,局 所Riemann対 称 空間(例 えば 種 数2以 上 の閉

Riemann面)に おい て 群論 的 に定義 され たサイ クル の定 め るホモロ ジー類 の ことで あ る。次の

設 定 を考 える。

G'⊂G:共 に実線 型簡約Lie群,

K'⊂Is:そ れぞれG'⊂Gの 極 大 コ ンパ ク ト部 分群,

r'⊂r:そ れぞれG'⊂Gの 余 コ ンパ ク トな,捻 れ 元の ない離散 部分群

とす ると き,コ ンパ ク トな局所Riemann対 称 空間の 自然な写像

が得 られ る。Gの 像 はRiemann多 様体Xの 全測地的部分 多様体 とな る。dimY=mと す る と

き,Gが 誘 導す る ホモ ロジー 群の 準同型写像

に よ る 基 本 類[V]∈Hm(V;Z)の 像L*[Y]∈Hm(X;Z)をmodular symbolと 呼 ぶ(cf.[2D。

modular symbolを 記 述 す る こ と は 一 般 に 非 常 に 困 難 な 問 題 で あ る 。

10も ち ろん
,ア イデ ィア を明 確 にす るため,状 況 を最大 限簡単 に して説 明 してい る。
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さ て,

の場合,コ ンパ ク ト部分 多様体Vの 像G(V)が 定 めるmodularsymbolは Ⅳ 型有 界対称 領域

のClifford-Klein形

の2n次 のホ モロジー群 の元 とな る。Xは コンパ ク トなKahler多 様体 なので,Poincareの 双対

定理 を通 じてmodular symbolを コホモ ロジー群H2n(X;C)の 元 とみ な した とき,そ の(P,q)-

型 のHodge成 分MP,4(V)∈Hp,q(X;C)を 考 え るこ とがで きる。織 田孝 幸氏は,保 型形 式の立

場 か ら、(n,n)-型Hodge成 分Mn,n(Y)の 消滅定 理 を予想 されてい た。その予想は,表 現論の結

果(定 理2.4の 離散分解 可能 の判定 条件 が主 な道 具)を 用 いて,肯 定的 に解 決 され た:

定理4.1([59]).あ る普遍 コホモ ロ ジー 元11η があ って,

なお、他 のHodge成 分 につい て も 真ん 中に近づ くほ ど強い制 約が定理2.4か ら与 え られ る。

定理4.1は,一 般 の半 単純 対称 対(G,G')に 対 す るmodular symbolの 消滅 型定 理([59])の 具

体的 な計算 を実 行す る ことによ って証 明 され る。その鍵 とな るのはユニ タ リ表現 の 離散 的な分

岐則の判 定条件(定 理2.4)で あ る。 なぜ,離 散性 が重 要な役割 を果たす のかは,他 の類似 の理論

の原 型12に お け る状 況 と比較 す る とわ か りや すい であ ろ う(下 の図式 の詳 しい解説 は[48]参 照;

整数論 の観点 か らは[80]参 照)。

なお,松 島-村 上 の公式 とは1つ の局所Riemann対 称空 間の トポ ロジー,織 田-小 林 の消滅定 理

は2つ の局 所Riemann対 称 空間の 間の 写像 に関す る トポ ロジー をそれ ぞれ表現 論 的に記述 し

た定 理 であ る。

4.3.非 可 換 調 和 解 析 へ の 応 用 ― 新 し い 離 散 系 列 表 現 の 構 成.

等 質多様 体G/HにG-不 変 な測 度が 存在 して い る とき、Hilbert空 間L2(G/H)にGが 自

然 にユ ニタ リ表 現 として作 用 す る。π ∈GがL2(G/H)の 閉部 分空 間 に実現 され る,す なわ ち

11Lie代 数の 元で明確 に与 え られ
,Г に依存 しない,コ ホモ ロジー類。

12ひ とたび 理論 の原型 がで きれば
,今 度 は連続 スペ ク トラムが存在 す る場合 に,ど の よ うな形

で拡張 で きるか を調 べ るこ とは意 味が あ るだろ う。
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HomG(π,L2(G/P1))≠0の とき,π をG/Hの 離散系列 表現 とい う。離散系列表現はL2(G/H)

の既約分解 にお け る点 スペ ク トラ ムに相 当す る。

離散 系列表現は無 限次 元表現論が躍動す る場の一つで ある。1947年 にBargmannがSL(2,R)

の離 散系列表 現 を発 見 した。Bargmann以 前 の様子 が想起 され るもの として,Wei1が1978に

昔の著作 を振 り返 った 自注([103])を 引用 してみ よ う:「("位 相群上 の積 分 とその応用"を1940

年 に著 した とき)私 は約 束の地 であ る無 限次元表現 に到達 しなか っただけでな く,そ れ を垣 間み

る ことさえな い ままに終わ って しまった。私 は コ ンパ ク トでない単 純Lie群 の有 限次元 表現の

行列要素 が 自乗 可積分 でない こ とを知 って失望 したが これは早 合点 だ った」(下 線部:筆 者)。

離 散系列 表現 は,そ れ 自体 非 可換 調和解 析 の重要 な研 究対 象で あ るが,次 の よ うな方面 の問

題 との関係 も明 らか にな りつ つあ る。

(1)連 続 系列 表現 の構成(既 知 の例で は,連 続 スペ ク トラムに寄与 する表現は,小 さい空 間の
離散系列 表現 か らの通 常の尖点 放物型 誘導で得 られ る)。

(2)局 所Riemann対 称 空間の トポ ロジー(modular symbolの 非消滅定 理)(Y.LTong-S.
P.Wang,1989,[94])。

(3)積 分幾何 にお けるLp-Pompeiu変 換 での障害;単 連結可解Lie群(Carey-Kaniuth-Moran
1991,[9D;SL(2,R)(Sitaram1984,[91]);一 般の簡 約Lie群 お よびその等 質空 間(小 林

1991,[52]Theorem1.2.17)。

(4)特 に 孤 立 してい る既約 ユニ タ リ表現 の研究(例 えば,Schlichtkrull[85])。

離散 系列表現 に ついての現状:「 簡 約Lie群 の等 質多様体 にい つ離散 系列表現 が存在 す るか?」

とい う基 本 問題は,現 在未解 決 であ る。知 られ てい る場合 を列挙 す ると:

i)半 単純Lie群 の場合(離 散系列 表現の分類 はHarish-Chandra,幾 何的構成 につ いてはLang-

lands,岡 本清 郷,Schmid,堀 田良 之,Atiyah-Schmid, Flensted-Jensenな ど,代 数的構成 につ

いてはEnright, Zuckerman, Voganな ど),

ii)半 単純対 称空 間の場合13(Flensted-Jensen,松 木-大 島;1980年 代前 半;[12]、[72]),

iii)半 単 純対 称 空間上 のベ ク トル 束値 の場合(Schlichtkrull,小 林,J-S.:Li,示 野;1980年 代-1990

年代 初頭;[34],[66]、[86],[90]),

iv)非 対 称な球 等質空 間14(主 な系列)の 場 合(宇 沢,小 林,Huang,1989-;[22],[43]);

v)簡 約 型等 質多様体 の場合(2つ のinvolutionに よる軌 道)(小 林,1998;[49],[53])

注意.1)(i)C(ii)C(iii)を 同時 に扱 った概説 記事 としては[39】 参照 。

2)(iv)は(ii)に 較 べて やや広 い クラスであ り,(v)は(ii)に 較べ て非 常に広 い。

3)対 称空 間 に実 現 され る離散 系列表現 は、現在 の代 数的 表現論 か らは比 較的素 直な表現Aq(λ)

(λ はfair range)と して表 され る。一方,(iv)や(v)の 離 散系列表 現は,代 数 的に も特 異な もの
が現れ る とい う点で難 し くかつ面 白い。

4)(iv)の 多 くの場 合,離 散 系列表 現の分類 は,Aq(λ)IG'の 分 岐則 にお け る離散 スペ ク トラムの

決定 と同値で あ るこ とが証明 され る。

5)(v)に 関連 した軌 道分解 に関 しては飯 田,松 木 の最近 の研究(1992～)が あ る([70],[71])。

典型 例;(ii)～(V)で 述べ た等質 多様 体の 典型例 を一つ ずつ挙 げてお こ う。

(ii)で はSL(n,R)/SO(p,n-p),

(iii)で はO(p,9)/O(r,q)(0<r<p),

(iv)で はSU(n,n+1)/Sp(n,R),

(v)で はSp(2n,R)/(sp(no,C)×GL(n1,C)× … ×GL(nk,(C)),(Σnj=n).
なお,上 の(v)の 例 で は,n1=n2=…=nk=0と な る ことが対称 空 間 とな るための必要 十分

条 件で あ る。

離散的分 岐則 との関 わ り:簡 約Lie群 の群 多様体 や半単純 対称 空 間の調和解析 は それ 自身一 つ

の閉 じた世界 とい う側面 があ り.そ こで成功 した手法(例 えばFlengいd-JenRen双 対)は もっ と

13Bergerに よ っ て 局 所 的 に 分 類 さ れ た(1957)。

14コ ン パ ク ト形 はKramer(1976)
,Brion(1987)に よ っ て 分 類 さ れ た 。
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一般 の等質多様体 に拡 張 で きない こ とが多い。従 って ,よ り一般の等 質多様体 を扱 うには新 しい

手法 が必 要 とな る。(iv),(V)に お け る主要な構成 手法 は,無 限次 元表現 の分岐 則で あ る。特 に,

(v)で は 離散 的 な分 岐則 が重要 な役割 をはた す。その アイデ ィアを3つ のステ ヅプにわ ける と,

イ)研 究 したい 空間G/Hを(既 知 の)空 間G/Hに 埋 め込 み(G:G/H→G/H),函 数 の引 き戻

し写像(実 際 には,法 線 方向 の微分 も有限 回 施 した もの も考 える)を 考 える:

ロ)制 限 した函数 ι*fをGの 既 約成分 に展開 し,離 散 スペ ク トラム λ∈Gへ の射影成 分(G*f)λ

の(無 限遠 での)漸 近 挙動 を部分 多様体G/Hに 沿 って評価 す る([53])。

ハ)G/Hの 測度 公式 を与え,G/HとG/Hの 測度 の無限遠 での漸 近挙 動 を比較 す る([50])。

ιの像 が通 常の軌 道(正 確 にはRichardsonの 意味でprincipal type orbit)で あ るな らば,Step

(ロ)と(ハ)の 評価 は不 要 であ る。(こ の場合 は,分 岐則 におい て連続 スペ ク トラム が存在 して
も上の議 論は成 り立 つ;[41],[43],[67])。 言い換 え る と,Step(ロ)と(ハ)はGの 像 が特異 な軌

道であ る一般 の場合 の ための アイデ ィアであ る。Step(ロ)に おい て,(ι*f)λ と与 え られ た函数

fと の間の漸近 挙動の 間の理 想的 な関 係 を保証 す るの が,Gか らGへ の制 限に関 して ユ ニタ リ

表現の分岐 則 が離散 的であ る とい う条件 なのであ る([53])。 この とき,fをG/H上 の然 るべ き

球函数 とす る と,(ι*f)λ がG/H上 の離 散 系列表現 を生成 す るこ とが証明 され る。

既 に この項 で多 くの紙面 を割 いたた め,(iv)や(v)の 正確な定式化 や具体例 は,文 献[43],[49],

[53]に 譲 る。 なお,上 記 の手法 は,非 対 称な等 質多様 体上 の解 析 のみ な らず,研 究 の歴 史が長 い

半単純対称 空間上の調 和解 析 に対 して も新 しい観点 を与 え る。例 えば,次 の よ うな幾 何的 な結果

が(従 来 の対称 空間に関 す る結果 を用 いず に)離 散 分岐理論 の系 として証 明す る ことがで きる:

定 理4.2.非 コ ンパ ク ト半 単純対称 空 間G/Hに 正 則離散 系列表 現 が存在 す るための 必要十分

条件 は,H/H∩Kが 複 素 多様 体G/Kの 実 形で あ るこ とであ る。

例4.3.G/H=SL(2,R)×SL(2,R)/diag(SL(2,R))の 場合,単 位 円板 をD:={z∈(C:

|z|<1}と 書 くと,自 然 な埋 め込 みH/PmK→G/Kは

で与 え られ る。特 に,H/H∩KはG/liの 実形 であ る。 この幾何 的 な条 件 は,定 理4.2に お い

て 群 多様 体G/H～SL(2,R)に 正則 離散 系列表現 が存在 す るこ とに対応 す る。

なお,定 理4.2の 十分性 には'Olafsson-Orsted[81】 に よる別証明 も知 られ てい る。

この よ うに構 成 された離 散系列 表現 が,例 えば 局 所Riemann対 称 空間 のサ イ クルの構 成 に

どの よ うに役 立つ か とい う応 用 を調べ るのは今 後の課題 の1つ で あ ろう。

4.4.不 連 続 群 論 と の 関 わ り合 い.

U(V)をHilbert空 間Vの ユ ニ タ リ作用 素 全体 か らな る群 と し,Gの 既 約 ユ ニ タ リ表 現

π:G→U(V)を 考 える。Gの 部分群G'へ の制 限 π|G'は 次の準 同型 写像の合成 に他 な らない:

制限 πIG'が 離散 的 に分解 す る とい う条 件 は,
「無 限次元の群U(V)に お いて

,Lie群G'の 像 が あたか もコ ンパ ク ト群 の よ うに振 る舞 う」 と
い う性 質 を示 してい る と考 え られ る。

一方
,Mを 多様体 とし,Lie群 ГはMに 作用 してい るとい う設定 を考 えよう。Mの 各コ ンパク

ト集合Sに 対 して,ГS:={γ ∈Г:γ ・S∩S≠0}が コンパク トであ るとき,Г のMへ の作用 が

固有(proper)で ある とい う。さらに,離 散群 の固有 な作用 を固有 不連続(properly discontinuous)

と呼ぶ 。例 えば,基 本群 の普遍被 覆 空間へ の被覆 変換(covering transformation)は 固有不 連続

14
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な作 用の例 であ る。逆 に,捻 れ元の ない離散群 Г が多様 体Mに 固有不連 続 にす るな ら曜,Г-軌

道の空間 Г＼Mに は 自然 に多様 体の構造 が入 り,商 写像M→ Г＼M「は被覆写像 とな る。さ て,Г

のMへ の作用 は,Г か らMの 微分 同相写像 全体 か らなる群Diffeo(M)へ の準 同型写像

として表 され る。作 用 が固有不連 続 とい う条件 は,荒 っぽ く言え ば
「無 限次元 の群Diffeo(M)に お いて ,離 散群 Г の像 があたか もコ ンパ ク ト群 の よ うに振 る舞 う」

とい う性質 であ る。

この ように並べて書 くと,次 のよ うな疑 問が浮 かぶ かも知れ ない。
「Lie群 のユ ニタ リ表現 の分岐 則の 離散性 と離散群 の作用の 固有不連続 性 との間 になん らかの関

係 があ るの だろ うか?」 特 に,LがGの 閉部分群 であ り,等 質空 間G/LをMと す ると き,Gの

M「へ の左作 用 を通 じて離 散部分群 Г もM「 に作用 す る:

まずは 、判定 条件 の比較 を行お う。

判 定条件 の比 較― スペ ク トラム の離散性 と固有不 連続 な作 用:

i)定 理2.4で 与 えた 分岐則 のスペ ク トラムの離散性 の判定条 件 は

とい う形 を していた。 一方,

ii)簡 約Lie群Hの 等質 多様 体G/Lへ の 自然 な作用 が固有(proper)で あ るための必要 十分条

件(小 林Math.Ann.1989)は,有 限群(Weyl群)の 作用 を法 として

とい う形 で与 え られ る。

iii)離 散群 Г の等質 多様体G/Lへ の 自然な作 用が 固有 不連続(properly discontinuous)で あ る

た めの必要 十分条件 は有限群(Wey1群)の 作用 を法 として

とい う形 で与 え られ る(こ の 判定 条件 は(ii)の 定 式化 をも とに した一般 化 で あ り,Benoist

(Ann. Math. 1996)と 小林(J. Lie Theory 1996)に よって独 立に異な る手 法で証明 された)。

離 散群 の作用 とユニ タ リ表現 の分岐 則:前 項 の(i)は 解 析的 な表現 論(ス ペ ク トラムの 離散性)

の問題で あ り,一 方(ii)と(iii)は トポ ロジー の問題(固 有不連続 性)で ある。両者の 目的意識 や

証明 に使 われ た道具 は全 く異 な る。 しか し,上 記 の諸定理 の不思議 な類似性 は、次の 図式

が互いに類似の概念 を与えているというphilosophyを 示唆するもの と考えられる。

すなわち,有 限群の作用は常に固有不連続であるが,無 限群であっても例えば 多様体の基本

群が普遍被覆空間に被覆変換 として作用するときのように固有不連続に作用することが しば し
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ば ある。 これ と同 じよ うに、コ ンパ ク ト群 に関す る分 岐則は つね に離散 的で あ るが,非 コ ンパ ク

ト群 であ って も 分 岐則 が離散 的に な るこ とが しば しば起 こ りうるの であ る。 、

実際,定 理2.4の 出発点 とな った離散的 な分 岐則の非 自明 な例 は,上 の図式 が指 導原理 とな っ

て、次の よ うに して構 成 され た([30]):

i)ま ず,半 単純対称 空 間G/Lの 一様格子15Г を構 成 す る(cf.[29]).

ii)Г のGに お けるZariski閉 包 をG'と お く.

iii)G/Lの 離 散系列 表現 π∈Gを 一 つ選ぶ(cf.[12]).

iv)こ の とき,ユ ニ タ リ表現 π の制 限 π｜G'の 分岐則 を考 えよ.

最 も簡 単 な例 は,G/L=SU(2,2)/U(2,1)(P3Cの 開 集合),G'=Sp(1,1),π はGel'fand-

Kirillov次 元5の 離 散系列表 現の場 合 で,こ の とき πIG'の 分 岐則は 離散的 にな る(§2.1の 脚 注

参照)。 この例 は、単 連結 多様 体.M:=S2×R4に は,次 の よ うなRiemann計 量gが 存在 す る

ことの表現 論的裏付 け で もあ る:(M,g)は コ ンパ ク トRiemann多 様体 の被 覆 であ って,し か

もLaplacianの 点 スペ ク トラムが存 在 する(cf.砂 田利 一氏 の問題[77],[31])。
「擬Riemann等 質 多様 体 に 一様 格子 が存 在 す るか?」 とい う問 題 は

,筆 者 や 小野薫 氏 が
一般 論 を志 した論文(1989)[29]

,[33]以 降,Benoist, Corllette, Kobayashi, Labourie, Zimmer,
Margulis, Oh, Witte等 に よ り,Lie群 の構 造,離 散 群 の コホモ ロジー群,特 性類,シ ンプ レク

テ ィック幾何,エ ル ゴー ド理 論、ユ ニタ リ表現 論 の制 限な どの さ まざ まなア プローチ か ら現在盛

ん に研 究 されてい る([4],[5],[35],[36],[38],[45],[47]、[56],[69],[78],[105])。 これ らにつ いて

の紹介 は別 の機会 に譲 るこ とに したい 。なお,Margulis(1998)の 手法は,ユ ニ タ リ表 現の制限 に

付随す る行 列要素の無 限遠 にお ける漸近挙動 の評価に基 づいてお り,ユ ニ タ リ表現 の分岐則 と不

連続群 につい ての新 しい関わ り合い を見い だ した点 で興味深 く思 われ る。

前 ペー ジの図式 におい て,最 後 の ↓↑は,philosophicalな もの であ って、今 の ところ指 導原理

を与 えてい るに過 ぎない。 固有不 連続性 と離散 的分岐 則の 間のい くつか の不思議 な関係 を説明

す る内在的 な理 由があ るの か とい う疑 問 を含 め,ま だ まだ未 知の 世界 が広 が って い るよ うに感

じる。

                               REFERENCES 

[1] J. Adams, Discrete spectrum of the dual reductive pair (O(p, q), Sp(2m)), Inv.Math. 74 (1984), 449-475. 
[2] A. Ash and A. Borel, Generalized modular symbols, Cohomology of arithmetic groups and automorphic 
     forms, Lecture Notes in Math., vol. 1447, Springer, 1990, pp. 57-76. 

[3] A. Beilinson and J. Bernstein, Localisation de g-modules, C. R. A. S. Paris (1981), 15-18. 
[4] Y. Benoist, Actions propres sur les espaces homogenes reductifs, Ann. of Math. (1996). 
[5] Y. Benoist and F. Labourie, Sur les espaces homogenes modeles de varietes compactes, I. H. E. S. Publ. 

    Math. (1992), 99-109. 
[6] A. Borel, Compact Clifford-Klein forms of symmetric spaces, Topology 2 (1963), 111-122. 
[7] A. Borel and N. Wallach, Continuous Cohomology, Discrete Subgroups, and Representations of Reduc-

     tive Groups, Ann. Math. Stud. 94, Princeton UP., 1980. 
[8] E. Calabi and L. Markus, Relativistic space forms, Ann. of Math. 75 (1962), 63-76. 
[9] A. L. Carey, E. Kaniuth and W. Moran, The Pompeiu problem for groups, Math. Proc. Camb. Phil. 

    Soc. 109 (1991), 45-58. 
[10] P. Delorme, Formule de Plancherel pour les espaces symetriques reductifs, Ann. of Math. (1998). 
[11] T. Enright, R. Howe and N. Wallach, A classification of unitary highest weight modules, Representation 

     theory of reductive groups, Progress in Math., vol. 40, Birkhauser, 1983, pp. 97-143. 
[12] M. Flensted-Jensen, Discrete series for semisimple symmetric spaces, Ann. of Math. 111 (1980), 253-

    311.

15 Borel
, Harish-Chandra, MoStow-玉 河 ら に よ るRiemann対 称 空 間 に 対 す る 一 様 格 子 の 存 在 定 理

([6])と は 対 照 的 に,非Riemann等 質 多 様 体(例 え ば,半 単 純 対 称 空 間)に はCalabi-Markus現 象(1962,

[8])な ど が 起 こ る こ と も あ り,一 様 格 子 が 存 在 す る と は 限 ら な い 。 非Riemann等 質 多 様 体 の 不 連

続 群 に 関 す る 最 近 の 進 展 に つ い て の 入 門 的 解 説 と し てEuropean Schoolの 講 義 録[47]が あ る 。

16



半 単 純 リー 群 の ユ ニ タ リ表 現 の離 散 分 岐 理 論 とそ の展 開(小 林 俊 行)

[13] I. M. Gel'fand, M. I. Graev and I. Piateski-Shapiro, Representation Theory and Automorphic Functions, 
     Saunders Math. Books, 1969. 

[14] B. H. Gross and N. R. Wallach, A distinguished family of unitary representations for the exceptional 
     groups of real rank=4, Lie Theory and Geometry, In honor of Bertram Kostant, Progress in Math., 
    vol. 123, Birkhauser, 1994, pp. 289-304. 

[15] Harish-Chandra, Representations of semi-simple Lie groups, I, III, Trans. A. M. S. 75, (1953), 185-243; 
    76, (1954), 234-253; IV, Amer. J. Math. 77, (1955), 743-777. 

[16] Harish-Chandra, Harmonic analysis on real reductive groups, I, J. Funct. Anal., 19, (1975), 104-204; 
    II, Invent. Math., 36, (1976), 1-55; III, Ann. of Math., 104, (1976), 117-201. 

[17] H. Hecht and W. Schmid, A proof of Blattner's conjecture, Invent. Math. 31 (1976), 129-154. 
[18] S. Helgason, A duality for symmetric spaces with applications to group representations I, II, Adv. in 

    Math. 5, (1970), 1-154; 22, (1976), 187-219. 

[19] S. Helgason, Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces, Pure and App!. Math., vol. 80, 
    Academic Press, 1978, ISSN 0-12-338460-5.

[20]堀 田 良 之,対 称 空 間 上 の 楕 円 複 体,数 学22(1970),204-216.

[21] R. Howe, ƒÆ-series and invariant theory, Proc. Symp. Pure Math. 33 (1979), Amer. Math. Soc., 275-285. 

[22] J-S. Huang, Harmonic analysis on compact polar homogeneous spaces., Pacific J. Math. 175 (1996), 

     553-569. 

[23] H. P. Jakobsen and M. Vergne, Restrictions and expansions of holomorphic representations, J. Funct. 
    Anal. 34 (1979), 29-53. 

[24] M. Kashiwara, T. Kawai and T. Kimura, Foundations of Algebraic Analysis, Princeton Math. Series, 
     vol. 37, Princeton Univ. Press, 1986. 

[25] M. Kashiwara and M. Vergne, On the Segal-Shale- Weil representations and harmonic polynomials, 
     Invent. Math. 44 (1978), 1-47. 

[26] M. Kashiwara and M. Vergne, K-types and singular spectrum, Lect. Notes. in Math., vol. 728, Springer, 
     1979, pp. 177-200. 

[27] A. Knapp and D. Vogan, Cohomological Induction and Unitary Representations, Princeton U.P., 1995. 
[28] A. Knapp and G. J. Zuckerman, Classification of irreducible tempered representations of semisimple 

     groups, Ann. of Math. 116 (1982), 381-501. 
[29] T. Kobayashi, Proper action on a homogeneous space of reductive type, Math. Ann. 285 (1989), 249-263. 
[30] T. Kobayashi, Unitary representations realized in L2-sections of vector bundles over semi-simple sym-

     metric spaces, Proceedings at the 27-28 th. Symp. of Functional Analysis and Real Analysis (in Japanese) 
    (1989), Math. Soc. Japan, 39-54. 

[31] T. Kobayashi, K. Ono and T. Sunada, Periodic Schrodinger operators on a manifold, Forum Mathe-
    maticum 1 (1989), 69-79. 
[32] T. Kobayashi, Asymptotic behaviours of the null variety for a convex domain in a non-positively curved 

     space form, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 36 (1989), 389-478. 
[33] T. Kobayashi and K. Ono, Note on Hirzebruch's proportionality principle, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 37-1 

    (1990), 71-87. 
[34] T. Kobayashi, Singular Unitary Representations and Discrete Series for Indefinite Stiefel Manifolds 
    U(p, q;1F)/U(p - m, q; F), vol. 462, Memoirs of Amer. Math. Soc., 1992, (106 pages). 
[35] T. Kobayashi, A necessary condition for the existence of compact Clifford-Klein forms of homogeneous 

    spaces of reductive type, Duke Math. J. 67 (1992), 653-664. 
[36] T. Kobayashi, Discontinuous groups acting on homogeneous spaces of reductive type, Proc. of ICM-90 
    Satellite Conference at Fuji-Kawaguchiko, World Scientific, 1992, pp. 59-75. 

[37] T. Kobayashi, Perturbations of domains in the Pompeiu problem, Comm. Anal. Geom. 1 (1993), 29-55. 
[38] T. Kobayashi, On discontinuous groups acting on homogeneous spaces with non-compact isotropy sub-

    groups, J. Geom. Physics 12 (1993), 133-144.
[39]T.Kobayashi,簡 約 型 等 質 多 様 体 上 の 調 和 解 析 と 表 現 論,数 字「 論 説 」46(1994),124-143.

[40] T. Kobayashi, Bounded domains and the zero sets of Fourier transforms, 75 Years of Radon Transforms 
    (S. Gindikin, P. Michor, ed.), Conference Proceedings and Lecture Notes in Mathematical Physics, 

     vol. IV, International Press, 1994, pp. 223-239.

[41] T.Kobayashi, The Restriction of An(λ)to reductive subgroups.1, II, Proc. Japan Acad.69(1993),

     262-267;71(1995)24-26.

[42]T.Kobayashi,曲 面 の 積 分 幾 何 と 複 素 等 質 空 間 のplancherel型 定 理,表 現 論 シ ン ポ ジ ウ ム(1994),

16-25.

(43] T.Kobayashi, Discrete decomposability of the restriction of Aq(λ)with respect to reductive subgroups

and ids applications, Invent. Math.117(1994),181-205.

77



1999年 度日本数学会賞春季賞受賞講演

[44]T.Kobayashi,球 等 質 多 様 体 上 の 調 和 解 析 入 門,第3回 整 数 論 サ マ ー ス ク ー ル 「等 質 空 間 と 保

型 形 式 」(佐 藤 文 広,ed.),1995, pp.22-41.

[45] T.Kobayashi, Criterion of proper actions on homogeneous space of reductive groups, J. Lie Theory 6

(1996),147-163.

[46]T.Kobayashi,ユ ニ タ リ 表 現 の 制 限 と そ の 応 用 に つ い て,表 現pシ ン ポ ジ ウ ム 講 演 集(三 河 ハ

イ ツ,November 19-22,1996)(1996),131-141.

[47] T. Kobayashi, Discontinuous groups and Clifford-Klein forms of pseudo-Riemannian homogeneous man-
    ifolds, Algebraic and Analytic Methods in Representation Theory (H. Schlichtkrull and B. Qrsted, ed.), 

     Perspectives in Mathematics 17, Academic Press, 1996 ISBN 0-12-625440-0, pp. 99-165.

[48]T.Kobayashi,局 所 対 称 空 間 の モ ジ ュ ラ ー 記 号 の 消 滅 定 理(石 川 哲 記),「 表 現 論 と そ の 周 辺 」

  報 告 集,(倉 敷1996 Nov.)(示 野 信 一, ed.),1996, pp.1-16, http://www.merry.xmath.ous.acjp/math

/Nov5th1996.html. 

[49] T. Kobayashi, L7'-analysis on homogeneous manifolds of reductive type and representation theory, Proc. 

    Japan Acad. 73 (1997), 62-66. 

[50] T. Kobayashi, Invariant measures on homogeneous manifolds of reductive type, J. reine and angew. 

    Math. 490 (1997), 37-53. 

[51] T. Kobayashi, Discrete decomposability of the restriction of Aq (ƒÉ)t) with respect to reductive subgroups 

     II-micro-local analysis and asymptotic K-support, Annals of Math. 147 (1998), 709-729. 

[52] T. Kobayashi, Convex domains and Fourier transform on spaces of constant curvature, Travaux en 

     Cours (P. Torasso, ed.), Hermann, Paris, 112 pages (to appear). 

[53] T. Kobayashi, Discrete series representations for the orbit spaces arising from two involutions of real 

    reductive Lie groups, J. Funct. Anal. 152 (1998), 100-135. 

[54] T. Kobayashi, Monastir Seminar on the restriction of unitary representations and their applications, 

     Proc. of the CIMPA School (Tunisia. 19961 (P. Torasso. ed.. 1997.

[55]T.Kobayashi, Multiplicity free theorem in branching problems of unitary highest weight modules,表 現

論 シ ン ポ ジ ウ ム 報 告 集,佐 賀 県 波 戸 岬(三 町 勝 久,ed.),1997, pp.7-13.

[56] T. Kobayashi, Deformation of compact Clifford-Klein forms of indefinite-Riemannian homogeneous 
    manifolds, Math. Ann. 310 (1998), 394-408. 

[57] T. Kobayashi, Harmonic analysis on homogeneous manifolds of reductive type and unitary representa-
     tion theory, Selected Papers on Harmonic Analysis, Groups, and Invariants (K. Nomizu , ed.), vol. 183, 

     Amer. Math. Soc., 1998, pp. 1-31.

[58] T.Kobayashi, Discrete decomposability of the restriction of Aq(λ)with respect to reductive subgroups III

     - restriction of Harish-Chandra modules and associated varieties, Invent. Math. 131 (1998), 229-256. 
[59] T. Kobayashi and T. Oda, Vanishing theorem of modular symbols on locally symmetric spaces, Comment. 

    Math. Helvetici 73 (1998), 45-70. 

[60] T. Kobayashi and B. Qrsted, Conformal geometry and branching laws for unitary representations at-
    tached to minimal nilpotent orbits, C. R. Acad. Sci. Paris 326 (19981. 925-930.

[61]小 林 俊 行-大 島 利 雄,Lie群 とLie環I, II(620 pages),岩 波 書 店,1ggg.

[62J T. Kobayashi, Restriction of unitary representations of reductive Lie groups, preprint. 
[63] T. Kobayashi, Multiplicity-free theorem in branching problems of unitary highest weight modules, 

     preprint. 
[64] B. Kostant, The vanishing scalar curvature and the minimal unitary representation of SO(4, 4), Opera-

     tor Algebras, Unitary Representations, Enveloping Algebras, and Invariant Theory (Connes et al, eds.), 
     vol. 92, Birkhauser, 1990, pp. 85-124. 

[65] R. Langlands, On the classification of irreducible representations of real algebraic groups, mimeographed 
    notes (1973). 

[66] J-S. Li, On the discrete series of generalized Stiefel manifolds, Trans. A. M. S. 340 (1993), 753-766. 
[67] J-S. Li, Two reductive dual pairs in groups of type E, Manuscripta Math. 91 (1996), 163-177. 
[68] G. W. Mackey, Induced representations of locally compact groups I, Ann. of Math. 55 (1952), 101-139. 
[69] G. Margulis, Existence of compact quotients of homogeneous spaces, measurably proper actions, and 

     decay of matrix coefficients, Bul. Soc. math. France 125 (1997), 1-10. 
[70] T. Matsuki, Double cosec decompositions of algebraic groups arising from two involutions I, J. Algebra 

    175 (1995), 865-925. 
[71] T. Matsuki, Double coset decompositions of reductive Lie groups arising from two involutions, J. Algebra 

    197 (1997), 49-91. 

[72] T. Matsuki and T. Oshima, A description of discrete series for semisimple symmetric spaces, Advanced 
    Studies in Pure Math. 4 (1984), 331-390.

18



半 単 純 リー 群 のユ ニ タ リ表 現 の離 散 分 岐 理 論 とそ の展 開(小 林 俊 行)

[73] Y. Matsushima and S. Murakami, On vector bundle valued harmonic forms and automorphic forms on 
    symmetric spaces, Ann. of Math. 78 (1963), 365-416. 

[74] H. Matumoto, On the representations of U(m, n) unitarily induced from derived functor modules, Com-
    position Math. 100 (1996), 1-39. 
[75] Y. A. Neretin and G. I. OI'shanskii, Boundary values of holomorphic functions, special unitary repre-

    sentations of O(p, q), and their limits, Zapiski Nauchnykh Seminarov POMI 223 (1995), 9-91. 
1761 H. Ochiai. Characters and character cycles. J. Math. Soc. Janan 45 (19931. 5R3-59R_

[77]落 合 卓 四 郎,リ ー マ ン 多 様 体 上 の ラ プ ラ シ ア ン の ス ペ ク ト ラ ム に つ い て,数 学39(1987),日

本 数 学 会,237-242.

[78] H. Oh and D. Witte, Compact Clifford-Klein forms of homogeneous spaces of SO(2, n), preprint (1999).
[79]岡 本 清 郷,BoTel-Weil理 論 に つ い て,数 学23(1971),日 本 数 学 会,34-44.

[80]織 田 孝 幸,保 型 形 式 の た め の 実 解 析,数 学50-4(1gg8),日 本 数 学 会,350-357.

[81] G. Olafsson and B. Qrsted, The holomorphic discrete series of an afne symmetric space, I, J. Funct. 
    Anal. 81 (1988) , 126-159.

[82]大 島利 雄,半 単純 対称空 間上の調和 解析,数 学37(1985),日 本 数学会.

[83] P.. S. Palais, On the existence of slices for actions of noncompact Lie groups, Ann. of Math. 73 (1961), 
     295-323. 

[84] F. Peter and H. Weyl, Die Vollstandigkeit der primitives Darstellungen einer geschlossenen kontinuier-
     lichen Gruppe, Math. Ann. 97 (1927), 737-755. 

[85] H. Schlichtkrull, The Langlands parameters of Flensted-Jensen's discrete series for semisimple symmet-
     ric spaces, J. Funct. Anal. 50 (1983), 133-150. 

[86] H. Schlichtkrull, A series of unitary irreducible representations induced from a symmetric subgroup of 
     a semisimple Lie group, Invent. Math. 68 (1982), 497-516. 

[87] W. Schmid, Die Randwerte holomorphe Funktionen auf hermetisch symmetrischen Raumen, Invent. 
    Math. 9 (1969-70), 61-80. 
[88] H. Sekiguchi, The Penrose Transform for certain non-compact homogeneous manifolds of U(n, n), ph. 

     D. dissertation, Univ. of Tokyo, 1995 January; published in J . Math. Sci. Univ. Tokyo 3 (1996), 655-697. 
[89] J.-P. Serre, Representations lineaires et espaces homogenes Kahlerians des groupes de Lie, Expose 100, 

    Seminaire Bourbaki, 6e annee (1953/54), Inst. Henri Poincare, Paris. 
[90] N. Shimeno, The Plancherel formula for spherical functions with a one-dimensional K-type on a simply 

     connected simple Lie group of Hermitian type, J. Funct. Anal. 121 (1994) 330-388. 
[91] A. Sitaram, Some remarks on measures on noncompact semisimple Lie groups, Pacific J. Math. 110 

    (1984), 429-434. 
[92] T. Tanisaki, Hypergeometric systems and Radon transforms for Hermitian symmetric spaces, preprint.
[93]辰 馬 信 彦,位 相 群 の 双 対 定 理,vol.32,紀 伊 国 屋 叢 書,1994,ISBN 4-314-00683-8.

[94] Y. L. Tong and S. P. Wang, Geometric realization of discrete series for semisimple symmetric spaces, 
    Invent. Math. 96-2 (1989), 425-458. 

[95] D. A. Vogan, Jr., The algebraic structure of the representations of semisimple Lie group I, Ann. of 
    Math. 109 (1979), 1-60. 

[96] D. A. Vogan, Jr., Representations of Real Reductive Lie Groups, Progress in Math. 15, Birkhauser, 1981. 
[97] D. A. Vogan, Jr., Unitarizability of certain series of representations, Ann. of Math. (1984), 141-187. 
[98] D. A. Vogan, Jr., Irreducibility of discrete series representations for semisimple symmetric spaces, 
    Advanced Studies in Pure Math. 14 (1988), 191-221. 
[99] D. A. Vogan, Jr., The orbit method and unitary representations for reductive Lie groups, Algebraic and 

     Analytic Methods in Representation Theory (B. Qrsted and H. Schlichtkrull, ed.), Perspectives in Math., 
     vol. 17, Academic Press, San Diego, 1996, pp. 243-339. 
[100] N. Wallach, On the unit arizability of derived functor modules, Invent. Math. 78 (1984), 131-141. 
[101] N. Wallach, Real Reductive Groups I, II, Pure and App!. Math., vol. 132, Academic Press, 1988, 1992. 
[102] G. Warner, Harmonic Analysis on Semisimvle Lie Groups I. II. Snringer. 1972.
[103]A.Weil,数 学 の 創 造,日 本 評 論 社,1983,杉 浦 光 夫 訳.

[104J H. Yamashita, Criteria for the finiteness of restriction of U(g)-modules to subalgebras and applications 
     to Harish-Chandra modules, J . Funct. Anal. 121 (1994), 296-329. 

[105] R. J. Zimmer, Discrete groups and non-Riemannian homogeneous spaces, J. A.M.S. 7 (1994), 159-168. 
[106] G. J. Zuckerman, Tensor products of finite and infinite dimensional representations of semisimple Lie 

    groups, Ann. of Math. 106 (1977), 295-308.

19


