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Lie群 とその表現 論の歴 史は大変古 く,数 学の殆 どすベて の部分 と何 らかの接触 を

持 ちな が ら現在 に至る まで膨大な理論 を生産 し続 けてい る。本稿 では,簡 約Lie群 の

ユニ タ リ表現 について,表 現 の分 岐則(物 理 でい う 「対称性 の破れ」が その例 であ る)

に関す る1990年 代 におけ る新 たな展 開 と周辺分 野への関 わ りの概説 を 目標 と し,と

りわけ 筆者 が興味 を持 って研究 してい る部分 の周 辺 を詳 しく述 べ る。

§1で はLie群 の表現 論の大 きな流れの一 つを紹 介す る。そ こで取 り上 げる話題 は
Lie群 の表 現論の もち ろんすべ てではない が,最 も主要な部分の一つ である。§2で は

ユニ タ リ表現 の分岐則の 中で 「特 に良い振 る舞い」 をす るクラス と して 「離散 的分

岐則」の定義 と特徴 づけを与え る。§3で は 「離散的分岐則」の概念 がWallach予 想

の証明(連 続 スペ ク トラムがない場合),Kostant-Schmidの 公式の非 コ ンパ ク ト部分

群への一般化,ユ ニポテ ン ト表 現の研究な ど表現論 内部 に新 しく起 こ りつ つあ る展 開

を述べ る。§4で は 「離散的分岐 則」が他 の分野(保 型形式,非 可換調和 解析,不 連続

群論 な ど)に どの ように関 わ ってい るかについて言及 したい。

.§1.よ り根 源 的 な も の へ

Lie群(連 続群)は,1870年 代 偏微分方程式の解 の変換群 として,SophusLie(1842-

1899)に よ って創 始 され 開拓 され た概 念で あ る。Lie群 や その 表現論は,現 在 に至 る

まで解 析,幾 何,代 数が幾 重に も交錯 す る場 とな って いる。20世 紀初頭 以来,Lie群

の表現 論に どの よ うな概念 が生 まれ,現 在 までに何 が解決 し何 が未解 決なの か,そ し

て 今後 どうい う方向への発展 が期待 で きるのであ ろ うか?ま ずは,「 既約 な ものの

分類 と既約 なものへの分解」― 喩えて言 えば,化 学で分子 を記述す るには原子(あ る

いは素粒子)の 分類 とその組成(繋 が り方)を 調ベ ることが出発点 とな るように一 と

い う観 点に沿 って,現 状 を整 理 してみ よ う。

1.1.Lie群 とLie代 数(例 え ば,教 科 書[20],[94],[97]参 照).

既 約 な 対 象:非 自 明 な イ デ ア ル を 持 た な い(R上 の 有 限 次 元)Lie代 数gは,R

ま た は 単 純Lie代 数 に 限 る 。R上 の 単 純Lie代 数 はsl(n,R),sp(7t,R),su(p,q),

s u*(2n),sO*(2n),so(P,9),sP(p,9),sl(n,C),so(n,C),sP(n,C)と い う 古 典 型 の10系

列 と22個 の 例 外 型 に 分 類 さ れ る(E.Cartan,1914)。 単 純Lie代 数 の 分 類 は,単 連

結 な 既 約Riemann対 称 空 間 の 分 類 と 同 値 で あ る 。 こ れ ら の 分 類 に お い て は,Dynkin

図 形 に 情 報 を 付 加 し た 佐 武 図 形 に よ っ て 記 述 す る の が 便 利 で あ る 。
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既約 なものへの分解:任 意 の 有限次 元Lie代 数は 単純Lie代 数 とRた ちの拡大

(extension)に よ って得 られ る。但 し,低 次 元の場合 を除 いてはLie代 数 の拡大は複

雑す ぎて,そ れ を完全に記述す る手段 は現状 では知 られ ていない(例 えば,べ き零Lie

代数は低次元の場合 しか分類 され ていない)。 そ こで 拡大 のない場合 を考 えよ う。R

と 単純Lie代 数 たちの直和 で表 され るLie代 数 を 簡 約Lie代 数 といい,単 純Lie代

数 たちだけ の直和 で表 され るLie代 数 を 半単純Lie代 数 とい う。

Lie群:群 と多様 体の構 造 を合 わせ持 つのがLie群 であ る。Lie理 論 に よ りLie群

の(局 所的 な)性 質 がすべ て そのLie代 数 の性 質 として記述で きる。非 自明 な連結正

規部 分群 を持 たな い連結Lie群 は,R,T(ト ーラス)ま たは 単 純Lie代 数 に対応 し

たLie群 に限 る。SL(n,R),Sp(n,R),SU(p,q),… な どがその例 であ る。対応す る

Lie代 数が 簡約で あ るよ うなLie群 を簡約Lie群 とい う。簡 約:Lie群 はRお よび

単純Lie群 たちの直積 に局所 同型 であ る。

線型群:簡 約Lie代 数には さまざまな特徴 づけが知 られてお り,し た がって 同値な定

義 を種 々与え るこ とがで きる。 な じみやす い と思われ る別の定義 も与 えてお こ う。

gが 簡約Lie代 数 ⇔gはM(n,R)の 部分Lie代 数 でX∈gな らばtX∈g。

同様 に,GL(n,R)の(高 々有限個 の連結成 分 を持 つ)部 分群Gが 転 置で閉 じてい る

(tG=G)な らばGは 簡約Lie群 とな る。 この ようなGを 線 型簡約Lie群 と言 う。
逆 に,任 意の 簡 約Lie群 は 線型簡 約Lie群 の被覆 とな る。

1.2.Lie群 の 表 現 論 の 基 本 課 題.

変換 群 と線型 表現:そ もそも,空 間への変換の合成法則 を抽象 したものが群 の起 源で

あ る。す なわち,一 つの カテゴ リー におけ る対象Xを 考えれば,Xの 自己 同型全体

か らなる群Aut(X)が 自然 に定義 される。群Gか らAut(X)へ の準 同型写像 を与 え

るこ とは すなわ ち群GのXへ の作 用 を定 めるこ とに他 な らない。特 にXが ベ ク

トル 空間の と き準同型 写像G→GL(X)(Xの 線 型 同型 写像 全体 のなす群)をGの

表現 とい う。 さ らに,XがHilbert空 間の とき,準 同型写像G→U(X)(Xの ユニ

タ リ同型作 用素全体 のなす群)をGの ユ ニタ リ表現 とい う。

線型化:群Gが 集合Xに 作用 しているとす る。この作用 をG×X→X,(g,X)→9.X

と書 く。この とき91･(92･x)=(9192)切 が成 り立つ。X上 の函数 空間Г(X)(必 要 に応

じて函数の クラスを決め る)に 表現 π:G→GL(Г(X))を π(9)f(X):=f(9-1･X)と 定

義することがで きる。さ らにXにG-不 変測度 μが存在するな らばГ(X):=L2(X,μ)

上にGの ユ ニタ リ表現 が 自然に定 義 され る。このよ うに して,非 線形 な作用か ら 「線

型化 」 によ って表現が 自然 に現れ る。

表 現論の 中心課題:上 述 したよ うに,数 学の それぞれの分野(勝 手な カテゴ リーの勝

手 な対象X)か ら群 や表現,す なわ ち 自己同型群Aut(X)やГ(X)上 の表現 が 自然

な対象 と して現れ る。 も との カテ ゴ リー を(形 式的 に)捨 象 して,作 用 お よび群論 的

性 質を研 究す るの が群 の表現 論であ る。 しか し(と い うよ り当然 の ことなが ら),表 現

論 の実際の手 法は,表 現論独 自の手法 とい うよ りは,そ の表現 をどのよ うに実現 す る

かに依 存 して数学の さ まざ まな分野 を基盤 と してい る。逆 に,ひ とたび表現論 的な結

果 が得 られれ ば,同 型 な表現 が現 れ る 異質 の対象間 に新 しい結びつ きを予知 した り,

異 な る分野 に新 しい手法 を与 えた りするこ とが期待 され る。

したが って,表 現論 では常 に表 現論の外 部 との接触 が重要 であ ると考 え られ るが,

それ を踏 まえた上 で 表現 論内部の 中心課題は次の2つ に大別 され る:

(1) 既 約な表現(の 同値類)を 分類 し,そ れを理解 せ よ。

(2) 与 え られ た表現 を既 約分解せ よ。

(1) には,既 約 表現の構成,分 類のパ ラメ ータ(指 標 やその他種 々の不変量)の 発見
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と計算,ユ ニタ リ性の判定 な どの問題 が含 ま叛 る。

群Gの 既約ユニ タ リ表現 の同値類全体 をGと 表す。Lie群(も っと一般 に局所 コ

ンパ ク ト群)Gの 任意 のユ ニタ リ表現は既約ユ ニタ リ表現 に分解 され る(【85]参 照)。

あ る場合 には既約分解 は有 限 または 可算直和 で記述 され,ま たあ る場合 には 「連続」

直和,す なわち 直積分(direct integral)で 記述され る。通常のFourier級 数,Fourier

変換は それぞれG=T,Rに 対 す る既 約分解 の例 であ る。

(2) の特別 な場合 と して
2-a) 制 限の分解:H⊂Gを 部分群,π をGの 既約ユ ニ タ リ表現 とす る。π をHの

表現に制限す るとHの 表現 としては一般 に既約 でない。RestGH(π)=πIHの 既

約分解 を(表 現 の)分 岐則(branching law)と よぶ。例 えば量子力学での 「対称性

の破れ」の記述 に対 応す る。テ ンソル 積表現 π1◎ π2の 分解 も分岐則 の特別な

場合で ある。

2-b) 誘導表現 の分解:Ｈ ⊂Gを 部分群,σ を今度 はHの 既約ユ ニ タ リ表現 とす る。

表現の制限 の双対 的な概念 として,誘 導表現IndGH(σ)が 定義 され る。 これは既

約 とは 限 らないGの 表現 である。函数空 間やベ ク トル束の切断 の空間,あ るい

は コホモ ロジー と して幾何的 に実現 され るGの 表現は基 本的 に誘 導表現の タ

イプであ る。特 に等 質空間上 の大域解 析は σ が自明表現1の 場合 に対応す る。

1.3.Lie群 の 表 現 論 の 基 本 課 題 に 関 す る 現 状.

Lie群 の既約表現の分類 につ いて:群 拡 大に対 する既約ユニ タ リ表現の構 造 を解析 す

ることに よ り,一 般のLie群 の既 約ユ ニタ リ表 現の分類 において,「 原理 的」 には単

純Lie群 の既約ユ ニタ リ表現 が もっとも基 本的な役割 を果た す。(但 し,「 原 理的」 と

い うのは 自明 とい う意味 ではな い。 これは,Rの 群拡大 であ る べ き零Lie群 の既約

ユニ タ リ表現 に関す るKirillovの 古典 的な美 しい理論(1962)か らも察せ られ るだろ

う。)そ こで,以 下 では,単 純Lie群(あ るいは 少 し 一般 に簡約Lie群)の 既約表現

を扱お う。

既 約有限 次元表現の分類:Cartan-Weylの 最高 ウェイ ト理 論に よって既 約有限次 元

表現の分類が完成 した(1925)。 す なわち,Gの 既約有限次 元表 現FはBorel部 分代

数の1次 元表現Xに よって分類 され る。逆 にXか らFを 構成 する方法 には,Verma

加群 の既 約商加群 をとる代 数的方法(例 えば,入 門書[23])や,Borel-Weil-Bottに よ

る複素 多様体 におけ る幾何 的構成法([81])な どが知 られて い る。

簡約Lie群 の既約表現 の分類:1970年 代後 半か ら1980年 代初頭 に(位 相 を類別 しな

い立場 での)分 類 が完成 した。大別 して次 の3種 類の方法 が知 られ てい る。

(1) 行列 要素 の漸 近挙 動 に注 目 したLanglandsに よ る解析 的 な手 法 とKnapp-
Zuckermanに よるR-群 を用い た緩増加表現 の記 述 に基づ く分類([62],[29]),

(2) VoganのminimalK-type理 論 とZuckermanの 導来 函手加群(Borel-Weil-
Bott理 論 の一般 化)お よびLie代 数 のコホモ ロジー(最 高 ウェイ トの一般化)

を用 いる代 数的 な分類 法([87],[88]),

(3) Beilinson-Bernstein,Brylinski一 柏原 による旗 多様体 上のD-加 群の理 論 と旗

多様体上 のKC。 軌 道の幾何 に基づ く分類1([3])。

これ らの相互関係 については,1980年 代後半よ り,柏 原,Schmid,Hecht,Milicic,Wolf,

Vilonen,宇 沢,Mirkovic,落 合(啓)な どによ って研 究されて い る。

簡約Lie群 の既約 ユニ タ リ表現 の分類:V.Bargmanに よるSL(2,R)の 既約ユ ニタ

リ表現の分類(1947Ann.Math.)以 来,Gel,fand-Naimark,Vakhutinski,土 川,平 井,

1た だ し,既 約 表現の分類 をD-加 群の立場 で特 異パ ラメー タの場合 をこめて完遂 し
た文献は現在 なお現れて いない ようであ る。
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Diximier,Thieleker,Kraljevic,Silva,Duflo,Speh,Barbasch,Vogan等 に よる個 々

の場合の 多 くの 文献 があ るが,約 半世紀過 ぎた1998年 現 在 にお いて も,簡 約Lie群

の既 約ユ ニタ リ表現 の分類 は まだ未解決 であ る。 すなわ ち,既 約表現(分 類済み)の

中で ユ ニタ リ内積 を持 つ ものが決定 され ていな い。分類 が完成 した単純Lie群 は,

SL(n,R),SU*(2n),SL(n,C),SO(n,C),Sp(n,C),実 ラ ンク1の すべ ての場合,お よ

び若 干の低 ランクの場合 であ る。逆 に,古 典型の単純Lie群 で もSO(p,g),SU(p,g),

Sp(p,4),Sp(n,R),SO(2n)と い ったLie群 の既 約ユ ニタ リ表現 の分類はp,q,nが
一般 の場合未完成 であ る。

既約ユ ニタ リ表現の 中で特別 なクラス と しては,

i) 最 高 ウェイ トを持つ既約ユ ニ タ リ表現2に 関 して は1980年 代 初頭 に分類 が完成

した([10])。

ii) regular integralな 無 限小指標 を持つ場合 にはSalamanca-Riba,Voganに よる

研究 が進んでい る。

既約 ユニタ リ表現の構成 とユ ニポテ ン ト表現:既 約ユ ニ タ リ表現 を構 成 す る手法 と

しては,通 常の放 物型誘導表現(例 えば 主系列表現[94])と そのユニタ リ内積の解析接

続(補 系列),お よび1970年 代後 半のZuckermanの 導来函手加群([28],[88],[93])が

知 られてい る。これ らの函手によって,既 約ユ ニタ リ表現の分類 を 「よ り簡単な」既約

ユニ タ リ表現の分類に帰着 させ ようとい う方針 で1980年 代半ば以降Voganを 中心に

研究が進め られてい る([91])。 すなわち,ユ ニタ リ性 を保存す る導来函手 自身の性 質 と

これ以上簡 単な表現 か らは誘導 で きない ような既 約ユニ タ リ表現(ユ ニポテ ン ト表現

がこれ に相 当す る概念 であ る)の 分類 が主要な問題 にな る。

前者 につ いては,

i) 一般 論はZuckerman,Vogan,Wallachな どの結果(～1984)(例 えば[89],[92])を

ま とめた教科書 や概説記事[28],[39],[88],[91],[93]な ど,

ii) 特異 パラメー タに関 す る既約性 や非 消滅の条件 に関 してはVogan(1988)[90],小 林

(1992)[34]な ど
の代数 的 な結果 があ る。後 者 のユ ニポテ ン ト表現 について は,一 次元 表現 やmeta-

plectic群 のSegal-Shale-Weil表 現 がその典型 例であ るが,1990年 代 に入 って,そ の

他 の群 のユ ニポ テ ン ト表 現 の構成 が,Kostant,Kazhdan,Binegar,Zierau,Huang,

Zhu,Li,Torasso,Gross,WaUach,Kobayashi,0rstedな どに よ り盛ん に行 われてい

る([15],[60],[64],[61]な ど)。 その手法 としては,

i) Howeのdualpairを 用 い る構成(Huang,Zhu,Liな ど)

ii) 退化主 系列 の部分表現 と して実現 す る構成(Kostant"Binegar-Zierauな ど)

iii) Conformal geometryを 用 い る構成(小 林-0rsted)

iv) 極 大放物型 部分群へ の制限 を用 い る構 成(Torasso)

な どさ まざまであ り,ま た,こ れ らのユ ニポデ ン ト表現 同士 には後述 す る 「離 散的分

岐則」 とも深 い繋が りがある ことが次第 にわか りつつあ る([15],[64],[60]参 照)。

誘 導表現の既約 分解(非 可換調和解 析)に ついて:(解 決 した場合)Lie群Gの 閉部

分群Hの 既 約ユ ニタ リ表現Tか らの誘導表現 はG/H上 のG-共 変ベ ク トル束 の切

断の空間に実現 され る。特 に,Tが 自明な 一次元表現1の 場合,IndGH(1)=L2(G/H)

の既約分 解 を具体 的 に与 え る定 理はPlancherel型 の定 理 とよばれ,G/Hが 次 の よ

うな場合 に具体的 な既約分 解 が得 られ てい る([9],[17],[19],[76]):ま ずG/Hが 群

多様体G'×G'/diag(G')の 場合,G'がTやRに 対 してParseval-Plancherelの

公式,コ ンパ ク ト群G'に 対 してPeter-Weyl理 論(1927),簡 約Lie群G'に 対 して

2例 えば
,Segal-Shale.Weil表 現 の成分,正 則離散系列 表現 な ど。

38



離散と連続一無限次元表現の分岐則とその応用(小 林俊行) 5

Harish-Chandra(1976);次 に,G/Hが 対称 空間の場合,Helgason(Riemann対 称 空

間),大 島一関 口(次),Delorme,van den Ban-Schlichtkrull(簡 約対称 空間)な ど。

これ らの既 約分解 にお いて,§4.3で 後述 す る離散 系列表現 は特 に重 要な役割 を果

たす。

(未解決 の場合)上 記の例 は いずれ もG⊃Hが ともに簡 約 なLie群 の場合 であ

るが,対 称 空 間や群 多様体 以外の 簡約型等 質多様体G/HのPlancherel型 定 理は未

解決 な問題であ る。新 しい 方向 と して,古 典 的な積 分幾何 を変分法 か ら見直す とい う

Gindikin-小 林 の普遍逆公式 を用い た結果([42])が あ る。

次に,Tが 一般 の既約ユニタ リ表現の場合は,べ き零Lie群 に関 してはorbit method

に よる美 しい解答 がある反 面,簡 約ie群 に関 して は まだ研究 が少 な く,こ れか らの

課題 であ る。 そ して,そ のFrobenius双 対 に相 当す るのが 次の問題で あ る。

制 限の既約分解(分 岐則)に つ いて:ユ ニ タ リ表現 の制 限は,そ の発 展 と興 味深 い応

用が 今後 ます ます期 待で きる と筆者 が考 えてい る分 野であ るが,こ れ までは非 常に

限 られ た場合 に しか研究 されてい ない。

(研 究 されてい る主 な対象)Gを 簡約Lie群,IiをGの 極大 コ ンパ ク ト群 とす る

(例:G=GL(n,R),K=o(n))。

i) 任 意の π ∈Gに 対 し,制 限 πlKは 離散 的か つ重複度 有限 の既 約分解 をもつ

(Harish-Chandra,1950年 代[16])。 この定理 は,簡 約Lie群 のユニ タ リ表現論
を(9c,K)-加 群 とい う代数的な対 象 として扱 うこ とを可能 に した重 要な結果で

あ る。この定理の非コ ンパク トな部分群への拡張が §2の テーマ とな る。また,具

体 的な公式 としては,正 則離散 系列表現 に対 す る分岐則(Hua-Kostant-Schmid

に よ り証明 され,小 林 によって一般化 され た;[55],[79];§3.2参 照)や 離散 系列

表現 に対 するBlattner予 想(Hecht-Schmidに よ り解決 され,Voganに よ って
一般化 された;[18]

,[88])な どが知 られてい る。

ii) Mackey理 論([65])を 用 い る手法 によ り,主 系列表現 な ど(古 典 的な意味 での)

誘 導表現 を部 分群 に制 限 した ときの分岐則は,(別 の)誘 導表現 の既 約分解 に帰

着 す る。前項 で述べ た ように"帰 着 した問題 自身の多 くは残念 なが ら未解決 で

あ る。 この方向 によ る発展 は(簡 約Lie群 の場合)1970年 代頃 までが主要 な も

のであ り,そ れ以降は,非 可換調和解析 の発展 に伴 った結果 が散 見 され る。

iii) Weil表 現のreductive dualpairに 関す る分岐則 はHowe対 応 と呼ばれ,θ-lift

な ど保型形 式に重 要な手法 を与え る。 具体 的な分 岐則は,離 散 スペ ク トラム を

中心に,Howe,柏 原一Vergne"Adams他 多 くの人 々によ って1970年 代 か ら現在

に至 るまで盛 んに研 究 されてい る([1],[21],[26])。

しか し,離 散 系列表現 の ように 通常 の誘導表現で は表 され ない表現 を非 コ ンパ ク

ト部分群 へ制限す るとい った問題は"応 用上 重要であ るにもかかわ らず これ まで あま

り研究 されて来な かった。§3で は"こ の ような問題 の うち"代 数 的手法に よって扱 い

やすい と思 われ る特 別な ク ラス を与 える。その クラスの 中には多 くの未知 の例 が含

まれてお り"今 後 の発展 が興 味深 く思 われ る。

例(Fourier変 換 とFourier級 数 論).2つ の解釈(前 者はwell-known)を 述べ る:

1)(誘 導;正 則表 現の既 約分 解 としての解 釈)G=Rの とき,部 分群{0}か らの誘

導表現L2(R/{0})の 既 約分解 がFourier変 換 で与 え られ る。同様 にG=Tの とき

L2(T)の 既約 分解 がFourier級 数展 開に他 な らない。

2)(制 限;主 系列表 現 の分 岐則 と しての解 釈)GニSL(2"R)の ユ ニ タ リ主系列表現

をGの 部分群RやT ～ SO(2)に 制 限 した ときの分岐 則は本 質的 にFourier変 換,

Fourier級 数展 開に一致 する。
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非可換調和解析は従来 例(1)の 延長線上 に多 く発展 して きた。一方,最 近のwavelet

理論 に見 られ るように,例(2)に お け る一次分数変換群SL(2,R)の よ うな隠れ た対

称性 を積極 的に用い ることによ り,よ り深い解析 が行え る場 合があ る。後者 の方向で,

既 約分解 の測度の連続性,離 散性 について考察 するのが §2の テーマ であ る。す なわ

ち,逆Fourier変 換 におけ る測度の連続性,Fourier級 数展 開 におけ る測度 の離散性 と

い う両極端 の性 質(こ れ らは もち ろん種 々の方 面か らの解釈 や説 明が与 え られ るが)

をSL(2,R)と い う隠れた対称性 か ら説明す る試みの延長線上 に理 論 を展開す るこ と

にな る。

§2 離 散 的 分 岐 則

2.1.離 散 的 分 岐 則 と は 何 か.

ユニタ リ表現の分岐則:表 現 を部分群 に制限 して既約 分解 す る,す なわ ち"分 岐則 を

求 める問題 を考 えよ う。有限次 元表 現の場合は計算 の複雑 さ,組 み合 わせ論的 困難 さ

は あるものの原理的 に指標 の計算 によ って分岐 則 を求め る手順 が存在 す る。一方,無

限次 元ユ ニタ リ表現 の場合 は分岐 則 を求 め る一般 的な手順 その ものが知 られてい な

い。§1.3の 最後 に述べ た特別 な場合 を除 き,ユ ニタ リ表現 の分 岐則 を求 める問題 は多

くの重要な場合 が1990年 代初頭 まで手 つかずであ った。無 限次元ユニ タ リ表現 の分

岐則 を求め る際 の困難 さを列挙 してみ よ う。

i) 離散 系列表現な ど応 用上重要 な表現は,通 常の誘導表現 としては表 されない ため

Mackeyの 古典理 論が使 えず,分 岐則 の問題 を よ り簡単 な(あ るいは低 次元の)問

題 に帰着 させ る一般論 が今の ところ見 いだされて いない。

ii) Hが 非 コ ンパ ク トな 部分群 であ る とき分岐則 は しば しば離散 スペ ク トラム と連

続 スペ ク トラムの両方 を含 むた め代数 的手法 で分岐則 を求め るのは困難であ る.

iii) (G,H)が 半単純対 称対の よ うな良 い組 であ って も,分 岐則 にお け るHの 既 約ユ

ニタ リ表現の重複 度は しば しば無限 になる.

iv) (G,H)を 止めた と き,全 てのGの 元 πに対 してHへ の制 限 πIH(分 岐則)を 求

め るこ とと,全 て のHの 元Tに 対 し誘導表現IndGH(T)の 既 約分解 を求 め ること

とは 困難 さにおいてほぼ 同程度 と考 え られ る。後 者の現状 は,T=1に 対 す る問題

(非可換 調和解析)が 現在 の中心的発展段 階であ り,dimT=ooの 研 究は まだ まだ
これ か らの課題で あ る(§1.3参 照).

「良 い枠組み 」 と しての離散 的分岐則:こ の ようにすべて の場合 に対 して 無限次 元

表現の分岐則の問題 を考え るのは,あ ま りに多 くの事柄 が混在 してお り"こ の ままでは

深 い理 論展 開は期待 しに くい。そ こで 無限次元表現の分岐則 を研 究す るために 「良

い枠組 み」 を見 つけ ることが重要で ある と考え られ る。「良い枠組 み」 と して

イ)面 白い例(既 知の もの も未 知の ものも)や 応 用上重要な場合 が多 く含 まれてい る

ロ)分 岐則 を具体的 に求め るの が容易 あるいは 原 理的 に可能 であ ると期待 され る

とい う2点 を満足 す るもの としてadmissibleな 分岐則の重 要性 が提起 された(小 林,

Invent.Math.1994)｡

定義2.1([43]).G⊃Hを ともに実簡約Lie群 とし,π ∈Gと す る。制 限 πIHが

Hの 離散直和 で分解 され,各 重複度 が有 限であ るとき,πIHはH-admissibleと い う。

例2.2.1)1H=K(極 大 コンパ ク ト部分 群)な ら 任意 の π∈Gに 対 して πIKは

K-admissibleで あ る3(Harish-Chandra;§1.3参 照).

3通 常 ,こ の性 質は 単 にadmissibleと 呼ぶ。定 義2.1の 用 語は ここか ら採 用 した。
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2)π がWeil表 現,H=H1H2がreductive dual pair4で あ って,H1が コンパ ク ト

な らば πIHはH-admissible (Howe,[21]).

例えば,Fourier級 数はSL(2,R)の 主系列 をso(2)に 制限 した ときの分岐則に対

応 する。Fourier級 数は"離 散的 な分解 で の重複度 は1で あ り特 に有 限であ

る。 これ は 例2.2(1)の もっ とも簡 単な場合で あ る。

さて"定 義2.1の ポイ ン トは,分 岐則 に連続 スペ ク トラムが現れない とい う解 析的な

条件 であ る。「離散 的な分岐則 」 とい う概 念は,代 数的 に(RC,K)-加 群の言葉 と して

定 式化 す ることもで きる(小 林,Invent.Math.1998)。 定義2.1と 代数 的な意味での

離散的な分岐則 とい う2つ の概 念は微妙 に異 な り,そ の違い を積極 的に抉 り出 して活

用す るこ とによ りWallach予 想 が証明 された([58])。 こ こで は,入 門的 な概 説記事

の枠 をこえるため 代数 的な定式化 は割愛す る。

上 の定 義2.1の 意義 は,こ れ まで知 られていなか った5多 くの組(G,Ｈ,π)に 対 し

て分岐則 πIHがH-admissibleと な る とい う事実 の発見(定 理2.4)に あ る。す なわ

ち,ユ ニタ リ表現の分岐 則の問題 には実 は 挑戦可能 な問題 が多 く存在 す るのであ る。

2.2.分 岐 則 が 離 散 的 に な る た め の 判 定 条 件.

簡 約Lie群GがGL(n,R)にtG=Gを 満 たす ように実現 され てい る と し,G

お よびK=G∩0(n)のLie代 数 をg,も と書 く。もの極大 可換 部分 空 間tを 選

び,Cartan-Weylの 最 高 ウェイ ト理 論に よ りKと の格子点の部分 集合 である

integral dominan七 weightと を同一視 す る。次の定義は柏原-Vergne[27]に よるもの

で ある。

定 義2.3(Asymptotic K-supPort).π ∈Gに 対 し"

ここで"Rnの 部分集合Sの 極 限錐Soo([25])と は次 の ように定義 され る錐で ある。

HをGの 簡約 な部分群 とす る。そのLie代 数 を りと し,もにおける り∩ものKilling

形式 に関 する直交補 空間 を(り ∩も)⊥と書 く。t*とtもKilling形 式で同一視 す る。小

林(Ann.ofMath.,toappear)に よ る離散的分岐則の判定条件 を抽象的な形で書 くと

定理2.4(離 散的分岐 則の判定条 件).G⊃Hは ともに簡約Lie群,π ∈Gと す る。

な らば,分 岐則 πIHはH-admissible,す なわちHの 可算直和/有 限重複度)と して表

され る。

4H=HlH2の 形 で ,H1とH2はGに お いて互いに他の 中心化 部分群 にな ってい る
よ うな簡約Lie部 分群 。

5特 にHが 非 コンパ ク ト,πが最高 ウェイ トを持 たない という一般的な状 況の もとで
は,分 岐則 πIHが 離散的 にな りうるこ とはた とえあ った としても例 外的な現象であ り,

まずその よ うな例が存在 しない だろ うとい うのが1980年 代後 半 ごろ までの多 くの 人
の認識であ った。10年 程前 に,非 自明な例 として,SU(2,2=SO(4,2)のGel'fand-Kirillov

次元5の 離 散系列表現 のSp(1,1)=SO(4,1)に 関 する分 岐則 が重複 度1か つ離散的 に

分解す るとい うことが発見 され た(小 林(1988),[31])。 またロシアで も同 じ頃別 の問題

意識で類似 の例が発見 された ようで ある。
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例2.5.H=Kの 場合はAd(K)(h∩ も)⊥={0}で あるか ら,定 理2.4の 条件 は 任意

の π∈Gに 対 して満た され る。 この場合の定理2 .4の 結 論はHarish-Chandraの 定

理(例2.2(1))に 他 な らない。

例2.6.(G,H)=(U(2,2),S .p(1,1))=(so(4,2),SO(4,1))の 場合,Gの 中で,regu-
larか つintegralな 無 限小指 標 を もつGの 既 約ユニ タ リ表現は18系 列(内 離 散系

列 表現 は6系 列)あ り,そ の内12系 列(内 離散系列表現 は2系 列)が， 連続 スペ ク ト

ラムのない離散 的な分岐則 を もつ([58])。

具体 的な表現 π に対 してASK(π)を 実際 に計算 す ることがで きる([51])。 定理

2.4を 具体 的な例 に適 用 するた めの計算の コ ツに ついては ,例 えば[48]参 照。 また，
定理2.4の 逆 もほぼ成 り立 つ(【58])。 定理の証明 には,連 続 スペ ク トラムの存在 の有

無 を 「表現の大 きさ6」 と して,ど の よ うな概念 に よって評価 す るかがポ イ ン トにな

る。十分性(定 理2.4)は 指標 を超 局所 的 に捉 え，その特異性スペ ク トル を研 究す ると

い う1970年 代後 半の 柏原-VergneやHoweに 始 まるアイデ ィアを発展 させ ることに

よ り証明で きる。逆に,必 要性 は,無 限次元表現 の大 きさをD-加 群 的に捉えた不変量

(associated variety)に 置 き換 えて評価 し,さ らにHarish-Chandraの(9c,K)-加 群 の
理 論 を無限次 元表現の代数 的直和(離 散的分解)に 一般化 してその基 本的性質 を調 べ

るこ とで証明で きる([58])。 なお,Zuckerman導 来 函手加 群の場合 には ,定 理2.4の
代数 的な別証明 もあ る([43。 。

§3 離 散 的 分 岐 則 に 関 わ る 表 現 論 の 新 し い 展 開

前節 の定理2.4の 判定条件 によって，かな り多 くのユ ニタ リ表現 の分岐則が離散的

に既約 分解 す ることが判明 した。 こう して，従来 扱 われていなか った多 くの分岐則の

問題 が，種 々の代 数的手法 を活用 す ることによって研 究す ることが可能 にな った。 さ

らに，離散 的な分岐則 の場合 を深 く研究 す ることによ って,連 続 スペ ク トラムの存在

する一般 的 な場合 の分 岐則 に関す る予想 や手がか りが掴 め ることもあ る。

ここでは,ご く最近 の結果の 中か らい くつ かの題 材 をかいつ まんで解説 しよう。

3.1.Wallach予 想.

予想3.1(Wallach).(G,H)を 半単純対称 対,π ∈GがGの 離散 系列表現 な らば

dim HomeH(T,πIH)<∝ (∀T∈H)

例 えば,Harish-Chandraの 基本定 理(例2.2(1))はHが コ ンパ ク トの と きに上

記 の主張が正 しい事 を示 してい る。然 るに,Hが コンパ ク トな らば πIHは 離散分解

可能であ る。実は,πIHが 離散分解 可能 とい う仮定 だけの 下で(特 にT∈Hが 無 限次

元 の場合 を含む),Wallach予 想は成 り立つ(小 林,Invent.Math.,toappear)。 すな

わ ち,つ ぎの定理 が成 り立 つ。

定 理3.2([58]).制 限 πIHが 離散 分解 可能な らばWallacb予 想 が正 しい 。

なお，連続スペ ク トラム に対 す る重複度は,(G,H)が 半単純対称 対であ っても ,無
限にな る場合 があ る。 すなわち,Wallach予 想の類似 は成 り立 たな い(cf .[43])。

6表現 空間は無限次 元の可分 なHilb
ert空 間であ り,位 相線型空 間 と しては どれ も同

じであ る。 しか し,群 の作 用の観 点 もこめて考 えれ ば ,無 限次元表 現の大 きさを区別するこ とが で きる
。大 きさ を測 るための概念は,Gel,fand.Kirillov次 元 をは じめ種 々存

在 す る。
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特殊函数 と表現の幾何的実現:

/想)の 意 味 を考えてみ よ う。

表現 を幾何的 に実現 した ときの定理3.1(Wallach 予

簡約Lie群Gの 無限次元既約表現 π をGの 作用 する多様 体上の偏微分 方程 式系

の大域解 の空間 として幾何 的 に実現 す る。無限次元表 現 が退化 して 「小 さ く」なれ

ばな るほ ど,こ の偏微分 方程 式系は よ り大 き くな る。退化 した標準 表現(退 化 主系列

表 現やZuckermanの 導来 函手加 群 な ど)を 旗多様 体上 で積 分変換(Penrose-Radon

変換,Poisson変 換 な ど)す るこ とに よ って色々な偏微分 方程式 系,例 えばGauss-青

本.Gel'fand型 の超 幾何微分方程式系([13],[14])の 主要部やその高階への一般化7に 相

当する偏微分 方程式 系の大域解の空間 として πが幾何 的に実現 される。このよ うな例

は,最 近,関 口(英)(imaginary polarizationの 場合 のPenrose 変換);谷 崎,Schapira

とその学 生のD'AgnoloやMarastoni(D-加 群);大 島,示 野(real polarizationの 場

合 のPoisson変 換)な どによ って研究 されて いる([74],[80],[84])。

さ らに,Gの 部分群Hを 適 当に選んでHの 既約表現 に対応す る偏 微分方程 式系

(特別な場合 が,Gel'fand型 の超幾何微分 方程 式におけ るスペ ク トル パ ラメー タに相
当す る)と 上記の方程式系 を連立 させ ることを考 えよう。 こう して得 られ た連立系の

解空間 が有 限次 元にな る例 が,新 しい 「多変数特殊 函数 」を研 究す るとい う立場か ら

は重要であ ると思われ る。局所解 が有限次元であ るための十分条件 は表現論 を通 じて

幾何的8に 与 える ことがで きる(cf.[74])。 さ らに広 い設定 と して,定 理3.2(Wallach

予想)を 用 い るこ とに よ り 「連 立系はholonomicで は な く,局 所解 は無 限次 元 にな

りうるが大域解 が有限次元 にな る9」 よ うな例 をた くさん構 成す るこ とがで き る(cf.

[80])｡

3.2.Kostant-Schmidの 公 式 と 非 コ ンパ ク ト部 分 群 へ の 拡 張.

次に 離散的 な分岐則 の明示公 式の例 として,Kostant-Schmidの 公式の一般化 を説

明 しよ う。

GをHermite型 の非 コンパク ト単純Lie群,す なわちSU(p,4),so(n,2),Sp(n,R),

SO*(2n),E6(-14),E7(-25)と 局所 同型なLie群 とす る。GのLie代 数 をgと 書 き,

をAd(K)の 既約 分解 とす る。tを もの極 大可換部分代 数 と し,正 ルー ト△+(も,t)を

固定 す る。Gの 既約最高 ウェイ ト表現(π,V)は,K-既 約 な表現Vp+:={v∈Voo:

dπ(x)v=o(∀x∈P+)}に よ って分類 され る.そ こで,K-表 現Vp+の 最高 ウ ェイ ト

を μ∈√-lt*と す る とき,(π,V)をyG(μ)と 表記 しよ う。 この記法 は他 の 同様 の

群 に も使 う。

また,dimVp+=1の と きVを スカラー型 とよぶ 。最高 ウェイ ト表 現Vが

L2(G)の 閉部分空 間に実現 され るとき,Vを 正則離散 系列 表現 とい う。これ は,最 も

古 くか ら研究 されて きた離散系列 表現 であ る。なお,ス カラー型の正則離散 系列表現

のcoherent continuation10に よ り任意 の正則離散 系列 表現が得 られ る(Zuckerman,

[99])。

7例 えば
,の 小行 列式型の偏 微分作用素｡

8こ れ らの入 門的な背景 と最新の結 果の まとめ と して 【44】定 理2.4参 照。

9コ ンパ ク ト多様体 上の楕 円型 微分作 用素 に対 するAtiyah.Singerの 指数定理 の よう

に,こ の ような大域解 の次 元 には幾何 的な性質 と結 びついた意味のあ るものが存在す

るだろ う。
10表現 のパラメー タに関 す る格子点 上の 「解析接続 」に相 当する。
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さ て,T∈Aut(G)がHermite対 称 空 間G/Kに 双 正 則 変 換 群 と し て 作 用 す る と

し よ う。Tあ る い は そ の 微 分 の 固 定 点 集 合 を 右 肩 にTを つ け て 表 示 す る 。 例 え ば,

で あ る 。GTの 単 位 元 の 連 結 成 分 か ら な る 簡 約Lie群 をGTo

と表 す 。{V1,v2,...,vk}を △((p+)-T,tT)の 極 大 なstrongly orthogonal setと す る と

k=R-rankG/GTで あ る(詳 細 は[55]参 照)。

定 理3.3(小 林,1997).G,T,{Vj}は 上 の と お り と し,H:=GToと お く。(G
,H)は

半 単 純 対 称 対 で あ る 。Gの ス カ ラ ー 型 の 正 則 離 散 系 列 表 現vG(μ)∈GのHに 関 す

る 分 岐 則 は 次 の 公 式 で 与 え ら れ る 。

(3.3.1) 

上記の定理において,Hが 非 コ ンパ ク ト群 な らば,VH(*)は 無限次元表現 となる。

定 理3.3は 次 に述 べ る既知 の結果 を特別 な場合 と して含 む:

i)Hua-Kostant-Schmidの 公式(Hが 極大 コ ンパ ク ト群Kに 一致 す る場合。 こ

の と きはvH(*)は 有限次 元であ る;[79]) ,
ii) SU(2,2)な ど低次元の特 別な計算例(Jakobsen,Vergneな ど,[24]).

3.3.ユ ニ ポ テ ン ト表 現 と 離 散 的 分 岐 則.

metaplectic群G=Sp(n,R)のSega1-Shale-Weil表 現 π のreductive dual pair

に関 する分岐則 はHowe対 応 として古 くか ら研 究され て きた。πはC型 のspli七 群

Gの ユ ニポテ ン ト表現 であ る。1990年 代 に入 って か ら,他 の群 のユニポ テ ン ト表現
に対 して も,reductive dual pairに 関す る分岐則 が研 究 され は じめた。Howe対 応の

研 究の歴 史 と同 じく,最 も扱いやすい(し か も しば しば 特に重要な)離 散的分岐則の

場合 か ら研究 が開始 して い る。

例 えばR上 の代 数群 では次 の結果 が知 られてい る。

i) Gが 実 ラ ンク4の 例外群,Gross-Wallach (1994),

ii) GがE型,J-S.Li (1996),

iii) GがD型,小 林-Orsted (1992-1997).

(i),(ii)はZuckerman導 来 函手加群 の性質 を用 いた代数 的手 法で離散 的分岐則 を

計算 し,(iii)はconformal geometryに お け る山辺作用 素 を用 いた幾何 的手 法で離散

的分解可 能な場合 の分岐 則 と,連 続 スペ ク トラムが存在 する場合 の 離 散スペ ク トラ

ム を求め た結 果であ る。

§4離 散 的 分 岐 則 と 周 辺 分 野 と の 関 わ り

4.1.分 岐 則 と 幾 何.

ユ ニ タ リ表現 の分 岐則は ,従 来 よ り 量 子力学 にお ける対称 性の破れ の記述や 保型
形式 におけ るθ-liftなど他 の分野 の研究 か らの動機 に よって,そ の発展 が促 進 されて

いた｡こ の節で は,ユ ニ タ リ表現の分岐則 と周辺 分野の間 に
,1990年 代 以降に見い だ

された新 しい関わ り合い について述べ たい。その基本的 な考 え方([43])を 標 語的 に述

べ るな らば

「表 現が一つの対 象(object)を 記述 するのに役立つ とすれば
,

表現 の分岐則 はその射(morphism)を 記 述す るの に役 立つ」
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と い う こ と で あ る 。 す な わ ち,

において群 が作用 してい る状 況 を考 える。すなわち,HはGの 部分 群であ り,Xに

は群Gが 作用 し,yに は群Hが 作 用 し,fはH-共 変 と仮定 す ると

とい う見方がで きる。そ こで,Gの 表現 をHに 制限 した ときの様子(分 岐則)が 詳 し

くわ か っていれば,引 き戻 し写像f*を 表現 論的 に理解 す るこ とがで き,も との写像

f自 身の理解の助 けにな ると期待 で きる。
この原 理11に おい て,表 現論 におけ る離散 的分岐則 が 他 の分野 に翻 訳 され た とき

何 を意味す るのか,ま た 離散的分岐則 の判定条 件(§3)が どのよ うな設定 において研

究 の手法(道 具)と して役 に立つの か,そ の典型的 な例 を述べてみ る。

4.2.リ ー マ ン 対 称 空 間 の 算 術 商 のmodular symbolの 消 滅 型 定 理.

大雑把 にい うと,modular symbolと は,局 所Riemann対 称 空 間(例 えば 種 数2

以上 の閉Riemann面)に おいて 群論 的に定 義されたサイ クルの定め るホモ ロジー類

のこ とであ る。次 の設定 を考 え る。

G'⊂G:共 に実線型簡約Lie群,

K'⊂K:そ れぞれG'⊂Gの 極大 コ ンパ ク ト部分群,

Ｔ'⊂T:そ れぞれG'⊂Gの 余 コンパク トな,捻 れ元のな い離散 部分群,

とする とき,コ ンパ ク トな局所Riemann対 称空 間の 自然な写像

が得 られ る。乙の像はRiemann多 様体Xの 全測地的部分多様体 とな る。dim y=m

とする と,`が 誘 導す る ホモ ロジー群 の準 同型写像

に よ る 基 本 類[y]∈Hm(y;Z)の 像l*[y]∈Hm(X;Z)をmodular symbolと 呼 ぶ

(cf[2])。modular symbolを 記 述 す る こ と は 一 般 に 非 常 に 困 難 な 問 題 で あ る 。

さ て,

の場合,コ ンパ ク ト部分多様体yの 像l(Y)が 定 めるmodular symbolはIV型 有界

対称領域 の算術商

の2η 次 の ホモ ロジー群 の元 とな る。Xは コ ンパ ク トなKahler多 様 体 な の で,

Poincareの 双対定理 を通 じてmodular symbolを コホモ ロジー群H2n(X;C)の 元 と

み な した とき,そ の(P,g)-型 のHodge成 分 を考 えるこ とが

で きる。織 田孝幸氏 は,保 型形式 の立場 から,(η,η)-型Hodge成 分 の消滅

定理 を予想 した。 その予想は,第 現論 の結 果(定 理2.4の 離散分解 可能の判定条件 が

主 な道 具)を 用 いて,肯 定 的に解決 され た:

11も ちろん ,ア イデ ィア を明確 にするため,状 況 を最大 限簡 単に して説明 してい る。
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定 理4.1([59]).あ る 普 遍 コ ホ モ ロ ジ ー 元12η が あ っ て,

なお,他 のHodge成 分 につ いても 真ん 中に近づ くほ ど強 い制 約が定理2.4か ら与

え られ る。定理4.1は,一 般 の半単純対称対(G,G')に 対 するmodular symbolの 消

滅型定理([59])の 具体 的な計算 を実行 す るこ とに よって証 明 され る。その鍵 とな る

のはユ ニタ リ表現の 離散 的 な分岐 則の判定条 件(定 理2.4)で あ る。 なぜ,離 散性 が

重要な役割 を果 たすのかは,他 の類似 の理論の原型13に お ける状 況 と比較 す るとわ か

りやすいで あ ろう(下 の図式 の詳 しい解説 は[48]参 照)。

なお,松 島一村上 の公式 とは1つ の局所Riemann対 称 空間の トポ ロジー,織 田一小林 の

消滅定理 は2つ の局所Riemann対 称 空間の間の写像に関す る トポ ロジーをそれぞれ

第現論 的に記述 した定 理であ る。

4.3.非 可 換 調 和 解 析 へ の 応 用 一 新 し い 離 散 系 列 表 現 の 構 成.

等 質多様体G/HにG-不 変な測度 が存在 してい る とき,Hilbert空 間.L2(G/H)に

Gが 自然 にユニ タ リ第現 として作用 す る。π∈GがL2(G/H)の 閉部 分空 間に実 現

され る,す な わちHomG(π,L2(G/H))≠0の と き,π をG/Hの 離 散系列第現 とい

う。離散系列表現 は.L2(G/H)の 既約分解 におけ る点 スペ ク トラムに相 当す る。

離散系列表現は 無 限次元 表 現論の躍 動す る場の一つ であ る。1947年 にBargman

がSL(2,R)の 離散 系列第 現 を発見 した。Bargman以 前の様子 が想起 され るもの と

して,Weilが1978に 昔の著作 を振 り返 った 自注([95])を 引用 してみ よ う:「("位

相群上 の積 分 とその応用"を1940年 に著 した とき)私 は約束 の地 であ る無限次元表

現 に到達 しなか った だけでな く,そ れ を垣間み るこ とさ えない ま まに終わ って しまっ

た。私 は コンパ ク トで ない単純Lie群 の有限次 元第 現の行 列要素 が 自乗 可積 分で な

い ことを知 って失望 したが これ は早合点 だ った」(下 線部:筆 者)。

12Lie代 数 の元で明確 に与 え られ
,Ｔ に依存 しない,コ ホモ ロジー類。

13も ちろん
,ひ とた び 理 論の原 型がで きれば今度は離 散的で ない場合 に どの よ う

な形 で拡 張で きるかを調べ るこ とは意味 があ る。
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離散 系列表現 は,そ れ 自体 非 可換調和解析 の重要な研 究対象であ るが,次 のよ うな

方面の問題 との関係 も明 らかにな りつつあ る。

(1)連 続 系列表現 の構成(既 知の例 では,連 続 スペ ク トラム に寄与 す る表現は,小
さい空間の離 散系列表現 か らの通常の尖点放 物型誘導 で得 られ る)。

(2)局 所Riemann対 称空 間の トポ ロジー(modular symbolの 非 消滅定理)(Y.
L. Tong-S. P. Wang, 1989, [86])｡

(3)積 分幾 何 にお け る.LP-Pompeiu変 換 での 障害;単 連結 可解Lie群(Carey-
Kaniuth-Moran 1991, [8]);SL(2,R)(Sitaram 1984, [83]);一 般の簡約Lie群

お よび その等 質空 間(小 林1991,[52]Theorem 1.2.17)。

(4)特 に 孤 立 して い る既 約ユ ニタ リ表現の研究(例 えば,schlichtkruLL,[77])。

離散 系列 表現 についての現状:「 簡 約Lie群 の等質多様体 にい つ離 散系列表現 が存

在す るか?」 とい う基本 問題 は,現 在未解決 である。知 られ てい る場 合 を列挙す ると:

i)半 単純Lie群 の場合(離 散系列表現 の分類 はHarish-Chandra,幾 何的構成 につい

てはLanglands,岡 本清郷,Schmid,堀 田良之,Atiyah-Schmid, Flensted-Jensen

な ど,代 数的構成 についてはEnright, Zuckerman, Voganな ど),

ii)半 単純対称 空間の場合14(Flensted-Jensen,松 木-大 島;1980年 代 前半;[11],[69]),

iii)半 単純 対称空 間上のベ ク トル束 値の場合(Schlichtkrull, 小林,J-S.Li,示 野;1980

年代-1990年 代 初頭;[34],[63],[78],[82]),

iv)G2/A2(宇 沢-小 林,J-S.Huang; 1989, 1996; [22]),

v)非 対称 な球等質空 間15(主 な系列)の 場合(小 林,1994;[43]);

vi)簡 約型等 質多様体 の場合(2つ のinvolutionに よる軌道)(小 林,1998;[49],[53])

状況 としては とな ってい る((i),(ii),(iii)を 同時 に扱 った概説記

事 としては[39]参 照)。(v)は(ii)に 較べて やや広 いクラスであ り,(iv)は そ の一例

で あ る。(vi)は(ii)に 較べ て非 常に広い クラスの等 質多様体 を含 む。 なお,(i),(ii),

(iv)の 場合 の離散 系列表現 は分類 されてい る。(iii)や(iv)は,最 も簡単 な非 対称 な

等質多様体 の例であ り,対 称空 間で はないために生 じる新 しい現 象 をさまざまに内包

してい る点 で面 白い。(v)の 場合の 離散系列表現 の分類 は 、Aq(λ)と表 され る既約ユ

ニタ リ表現([28])の 分 岐則の離 散スペ ク トラムの決定 に帰 着 され る。(vi)に 関連 し

た軌 道分解 に関 しては飯 田,松 木の最近 の研究(1992～)が あ る(【67],[68])。

典型例:(ii)～(vi)で 述 べた等質多様体 の例 を 一つずつ挙げてお こ う。

(ii)で は

(iii)で は

(v)で は

(vi)で は
な どが典型例であ る。なお,上 の(vi)の 例 では,η1=η2=…=ηk=0と なるこ と

が対称 空間 とな るための必 要十分条件 であ る。

離散 的分岐則 とのかかわ り:簡 約Lie群 の群 多様体 や半単純 対称空 間の調和解析 は

それ 自身一つの閉 じた世界 とい う側 面があ り,そ こで成功 した手法(例 えばFlensted-

Jensen双 対)は も っと一般の等質 多様体 に拡張で きな いこ とが多い。 したが って,よ

り一般の等質多様体 を扱 うには新 しい手法 が必要 となる。(iv)～(vi)に お ける主要な

手法は,無 限次 元第現 の分岐則 であ る。特 に,(vi)で 扱 われる広い設定 に対す る離散

系列表現の構成 においては,離 散 的な分岐則の判定条件 が重要 な役割 をは たす。その

アイデ ィアを3つ の ステ ヅプにわけ ると,

14Bergerに よ って 局所的 に分 類 され た(1957)。

15コ ンパ ク ト形はKramer( 1976) , Brion (1987)に よって分類 された。
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イ)研 究 したい空間G/Hを 大 きな(良 く知 られている)空 間G/Hに 埋め込み

函数の引き戻 し(実 際には,法 線方向の微分も有限回施 し

たものも考える)

を考 え る。

ロ)制 限 した函数l*fをGの 既約成分 に分解 し,特 に 離散 スペ ク トラム λ∈Gへ

の射影成分(l*f)λ の(無 限遠 での)漸 近挙 動 を部分多様体G/Hに 沿 って評価

す る([53])。

ハ)G/Hの 測度 公式 を与 え,G/HとG/Hの 測度の無 限遠方で の漸近 挙動 を比較

する([50])。

lの 像 がRichardsonの 意味 でprincipal typeの 軌 道であ るな らば,Step(ロ)と

(ハ)の 評価 は不要 であ る。(こ の場合 は,分 岐 則にお いて連続 スペ ク トラムが存在 す
る場合 で も上 の議論 は成 り立つ;[41],[43],[64])。 言 い換 える と,Step(ロ)と(ハ)

は 乙の像がprincipal typeで あ るこ とを仮定 しない一般 の場合 のため のアイデ ィア

であ る。Step(ロ)に お いて, と与 え られた函数fと の 間の漸 近挙動の 間の理

想的な関係 を保 証す るの が,Gか らGへ の制限 に関 して ユ ニタ リ表現 の分岐則 が離

散的であ る とい う条件 なのであ る([53])。 この とき,fをG/H上 の然 るべ き球函数

とす る と, がG/E上 の離散 系列第現 を生成 す るので ある。

既 にこの項で多 くの紙面 を割 いたため,(V)や(vi)は 手法 を紹 介す るに とどめ,具

体 的な結果 や応用例 を割愛 する。なお,上 記 の手法 は,非 対称 な等 質多様体上 の解析

のみな らず,研 究の歴史 が長 い半単純対称空間上 の調和解析 に対 しても新 しい観点 を

与 え る。例 えば,次 のよ うな幾何 的な結果 が(従 来 の対称空 間に関す る結果 を全 く用

いずに)証 明す るこ とがで きる:

定理4.2.非 コンパク ト半単純対称空間G/17に 正則離散系列表現 が存在 す るための

必 要十分条件は,H/H∩Kが 複素 多様体G/Kの 実形 であ るこ とであ る。

例4.3. の場合,単 位 円板 をD:=

 と書 くと,自 然 な埋 め込み は

で与 え られ る。特 に, の実形 であ る。 この幾何 的な条件 は,定 理

4.2に おいて 群 多様体 に正則 離散系列 表現 が存在 す ることに対応

する。

なお,定 理4.2の 十分性 には'Olafsson-Orsted[73]に よる別 の手法 に よる証 明も

知 られてい る。

4.4.不 連 続 群 論 と の 関 わ り合 い.

U(V)をHilbert空 間Vの ユニ タ リ作 用素全体 か らな る群 とし,Gの 既 約ユニ タ

リ表現 π:G→U(V)を 考 える。Gの 部分群G'へ の制限 π|G'は 次の 準同型写像

の合成 に他 な らない:

制限 π|G'が 離散的 に分解 す るとい う条 件は,
「無限次元 の群U(V)に おいて

,Lie群G'の 像 があたかもコ ンパ ク ト群の ように振 る
舞 う」 とい う性質 を示 してい る と考え られ る。
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一方
,Mを 多様体 とし,Lie群 Ｔ はMに 作用 してい るとい う設定 を考え よう。M

の各 コンパ ク ト集合Sに 対 して, がコ ンパ ク トである

とき,Ｔ のMへ の作用 が固有(proper)16で あ るとい う。 さ らに,離 散群 の固有 な作

用 を 固有不連続(properly discontinuous)と 呼ぶ。例 えば,基 本群の 普遍被覆 空間へ

の被覆 変換(covering transformation)は 固有不 連続 な作 用の例 であ る。逆 に,捻 れ

元 のない離散群Tが 多様体Mに 固有不連続 にす るな らば,T-軌 道の空 間T＼Mに は

自然に多様 体の構造 が入 り,商 写像 は被 覆写像 とな る。さて,TのMへ

の作 用は,Tか らMの 微分 同相写像全体 か らな る群Diffeo(M)へ の準同型写像

T→Diffeo(M)

として表 され る。作 用が固有不連続 とい う条件 は,荒 っぼ く言 えば

「無 限次元の群Diffeo(M)に おいて,離 散群Tの 像 があたかもコ ンパ ク ト群 の ように

振 る舞 う」 とい う性 質であ る。

この よ うに並べて書 くと,次 のよ うな疑問 が浮 かぶか も知れ ない。

「Lie群 のユ ニ タ リ表現 の分岐則 の離 散性 と離散群の作用 の固有不連続性 との 間 にな

ん らかの関係 があるのだ ろうか?」

まずは,判 定 条件 の比較 を行お う。

判定条件 の比較-ス ペ ク トラムの離散性 と固有不連続 な作 用:

i)定 理2.4で 与 えた 分 岐則の スペ ク トラムの離散性 の判定条件 は

{群Eか ら定 まる部分集合}∩{表 現 π か ら定 まる錐}={0}

とい う形 を して いた。一方,

ii)簡 約Lie群Hの 等質多様体G/Lへ の 自然 な作 用が 固有(proper)で あ るための

必 要十分条件(小 林Math. Ann. 1989)は,有 限群(Weyl群)の 作 用 を法 として

{群 πか ら定 ま る部分線型 空間}∩{群Lか ら定 まる部分線型 空間}={0}

とい う形 で与え られ る。

iii)離 散群Tの 等質多様体G/Lへ の 自然な作用 が固有不連続(properly discontinuous)

であ るための必要十分条件 は有限群(Weyl群)の 作 用 を法 と して

{群rか ら定 まる部分集合}∩{群Lか ら定 まる管}=相 対 コ ンパ ク ト

とい う形 で与 え られ る(こ の判定 条件 は(ii)の 一般化 で あ るが,Benoist (Ann.

Math. 1996)と 小林(J. Lie Theory 1996)に よ って独 立に 異な る手 法で 証明 さ

れた)｡

離散群の作 用 とユニ タ リ表現の分岐則:前 項 の(i)は 解析的 な表現 論(ス ペ ク トラム

の離散性)の 問題 であ り,一 方(ii)と(iii)は トポ ロジーの問題(固 有不連続性)で あ

る。両者の 目的意 識や証明 に使 われ た道具は全 く異 なる。 しか し,こ れ らの条件 の形

式上の不思 議な類似性 は,次 の図式

離散version: 離散群 のproperly discontinuousな 作 用

↓↑

連続version:連 結Lie群 のproperな 作用

↓↑

表現論version:連 結Lie群 のユ ニ タ リ表現 の離散的分解

16異 常 な振 る舞い を しが ちな 非 コ ンパ ク トなhe群 の作用の 中で ,コ ンパ ク ト群の
作用の よ うにお とな しい作用 であ る。 この概念 の重要性 はR.Palais(1961,[75])に よ っ

て主唱 され た。
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が互い に類似 の概 念 を与 えてい るとい うphilosophyを 示唆 する もの と考 え られ る。

 すなわち,有 限群の作用は常 に固有不連続 であ るが,無 限群 であって も例 えば 多様

体の基本群 が普遍 被覆空 間 に被 覆変換 と して作用 す る ときの よ うに固 有不連続 に作

用す ることが しば しばあ る。 これ と同 じよ うに,コ ンパ ク ト群 に関 する分 岐則はつね

に離散的 であ るが,非 コンパ ク ト群 であ っても 分岐則 が離散的 にな るこ とが しば し

ば起 こ りうるのであ る。

実際,定 理2.4の 出発点 とな った離散的 な分岐則 の非 自明 な例 は,上 の 図式が指導

原 理 とな って,次 の よ うに して構成 された([31]):

 i)ま ず,半 単純対称 空間G/Hの 一様格 子17Tを 構成 する(cf.[30]).

 ii)TのGに おけ るZariski閉 包 をG'と お く.

iii)G/Hの 離散系列表現 π∈Gを 一つ選ぶ(cf.[11]).

iv)こ の とき,ユ ニ タ リ表 現 π の制限 の分岐則 を考 えよ.

最 も簡 単な例 は, の 開集合), は

Gel'fand-Kirillov次 元5の 離散 系列表現 の場合で,こ の とき π|G'の 分岐則 は離散的

にな る(§2.1の 脚注参 照)。 この例は,単 連結 多様体M:=S2×R4に は,次 の よう

なRiemann計 量9が 存在 す るこ との表現論 的裏付けで もあ る:(M,g)は コ ンパ ク

トRiemann多 様体 の被 覆であ って,し かもLaplacianの 点 スペ ク トラムが存在す る

(cf砂 田利一氏 の問題[61])。

 また,最 近,Margulis([66])は,非Riemann等 質多様体 に 一様格 子 が存在 す るた
めの必 要条件 と して,小 林,小 野,Benoist, Labourie, Zimmer等 に よ る種 々の障害

(1989～;[4],[5],[30],[33],[35],[36],[47],[98])と は独 立の障害 を発見 した。Margulis
の得 た定 理は,既 に知 られ てい る障害に較べて 適用例 こそ少 ない ものの,そ の証明方

法 はユニ タ リ表現 の制限 に付随 す る行列 要素 の無 限遠 にお ける漸近挙 動の評価 に基

づ いてお り,ユ ニタ リ衰現の分岐則 と不 連続群 につい ての新 しい関わ り合 いを見いだ

した点 で 特 に興 味深 く思われ る。

 前ペー ジの図式 におい て,最 後 の ↓↑は,philosophicalな ものであ って,今 の とこ

ろ 指 導原 理 を与 えて い るに過 ぎない。内在 的な関係 が見い だせ るかは,今 後 の研 究

を待 たねばな らない。
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