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概 要

本稿ではまず前半に小林俊行氏 (東大数理・IPMU) および Michael Pevzner氏 (ランス大学 (フランス))
との共著書 [Lecture Notes in Math. 2170, (2016)] で研究した球面上の微分形式間の微分対称性破れ作用素
Di→j : Ei(Sn) → Ej(Sn−1) の分類ならびにその具体的構成について報告する. その後, その際に中心的な役
割を果たした F-methodの一般論についての概説を行う.

1 序文

まず本稿の研究対象である「対称性破れ作用素」の定義から始める．X を滑らかな多様体, Y を X の滑ら

かな部分多様体とし, G′ ⊂ Gをそれぞれ Y ⊂ X に推移的に作用するリー群とする．そして V → X, W → Y

をそれぞれ V , W をファイバーに持つ G-, G′-同変な X, Y 上のベクトル束とし, C∞(X,V), C∞(Y,W) を

V → X, W → Y の滑らかな切断全体の空間とする．このとき, C∞(X,V)から C∞(Y,W)への線形作用素

T : C∞(X,V)→ C∞(Y,W)でG′の作用と可換であるものを「対称性破れ作用素」(symmetry breaking operator)

と呼び, 特に微分作用素であるものを「微分対称性破れ作用素」(differential symmetry breaking operator) と

呼ぶ (cf. [6, 16, 18])．なお異なる多様体 X, Y のベクトル束の間の微分作用素については本稿の第 6節にある

定義 8を参照されたい．

微分対称性破れ作用素の研究は共形幾何学や整数論の分野においてこれまでにも散発的に見られたが (cf. [1,

3, 4, 21]), 小林俊行氏による「代数的フーリエ変換」(F-method) が開発された 2010年 3月以降 ([15, p. 1799]),

同氏の提唱する「分岐則プログラム」([7, 8]) とも関連してその研究は急速に発展している. 特に本稿で述べる

球面上の微分形式間における微分対称性破れ作用素 Di→j に関連する論文だけでも, 著書 [11]以降すでにプレ

プリントが 3本発表されている ([9, 12, 19]). 論文 [9]については注意 4を, そして論文 [12, 19]については注意

5をそれぞれ参照されたい.

さて著書 [11]では上記の (G,G′, V,W )が

(G,G′, V,W ) = (O(n+ 1, 1), O(n, 1),
∧i(Cn),

∧j(Cn−1)) (n ≥ 3)

の場合に微分対称性破れ作用素Di→j を完全に分類し, さらにその具体的な式まで決定した. 本稿では日本数学

会 2017年度秋季総合分科会特別講演アブストラクト [13]を元にその分類結果および明示的な式について報告

する. またその際に中心的な役割を果たした F-methodの一般論についての概説も行う．
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‡Laboratoire de Mathématiques de Reims, Université de Reims-Champagne-Ardenne, Reims, France; aaaaaaaaaaaaaaaaa

E-mail address: pevzner@univ-reims.fr.

1



2 主問題

まず本研究の主問題を共形幾何の言葉で定式化する．(X, g)をリーマン多様体とし, G = Conf(X)を X の

共形変換群とする．すなわち, Gの元 φはX の微分同相写像であり, φによるmetric tensor gの引き戻しが正

の定数倍になるときを言う．したがって, ある正値関数 Ω ∈ C∞(G×X) (conformal factor) が存在し, 次式が

成り立つ.

φ∗gφ(x) = Ω(φ, x)2gx (φ ∈ G, x ∈ X).

さて群 Gは引き戻しによって, i次微分形式全体の空間 E i(X) (0 ≤ i ≤ dimX) に作用する. この作用は

conformal factor Ωの複素冪乗を用いて連続変形できる. さらにGがX の向き付けをどのように変えるかの情

報も取り込んで, u ∈ C, δ ∈ Z/2Zをパラメータとする表現

ϖ
(i)
u,δ(φ)α := or(φ)δΩ(φ−1, ·)uφ∗α, (φ ∈ G)

が定義できる. 本稿では共形群Gのこの表現 (ϖ
(i)
u,δ, E i(X))を「共形表現」と呼ぶこととし, また単に E i(X)u,δ

とも表すこととする.

次に群 Gの部分群として, X の部分多様体 Y を保つ群

G′ := Conf(X;Y ) = {φ ∈ G : φ(Y ) = Y }

を考える. このとき, G′ は Y に共形変換として作用するので, 上記と同様に Y 上の j 次微分形式全体の空間

Ej(Y ) (0 ≤ j ≤ dimY ) に群 G′ の表現の族 ϖ
(j)
v,ε (v ∈ C, ε ∈ Z/2Z) を定めることができる. この表現の族

(ϖ
(j)
v,ε, Ej(Y )) を Ej(Y )v,ε とも表すこととする.

これら二つの G′ の表現ϖ
(i)
u,δ|G′ , ϖ

(j)
v,ε と可換である微分作用素 Di→j : E i(X)→ Ej(Y )が本研究で考えたい

微分対称性破れ作用素である. (ここで, ϖ
(i)
u,δ|G′ はGの表現ϖ

(i)
u,δ のG′への制限を意味する.) 本稿ではこの微

分対称性破れ作用素 Di→j の空間を DiffG′(E i(X)u,δ, Ej(Y )v,ε)と表す.

それではここに主問題である問題 A, Bを提起する.

問題 A. 非自明な微分対称性破れ作用素が存在するパラメータ (i, j, u, v, δ, ε)の必要十分条件を求めよ. さらに

DiffG′
(
E i(X)u,δ, Ej(Y )v,ε

)
の次元を決定せよ.

問題 B. DiffG′
(
E i(X)u,δ, Ej(Y )v,ε

)
の元を具体的に構成せよ.

例えば, X = Y , G = G′の場合では, i = j = 0のケースについては山辺作用素 ([14]), Paneitz作用素 ([20]),

GJMS作用素 ([2]) などが知られている. また j = i+ 1, j = i− 1の場合の微分対称性破れ作用素の例として

は順に外微分 d ≡ dX , 余微分 d∗ ≡ d∗X が上げられる.

より一般的に X ̸= Y の場合では, j = i, j = i − 1の場合の簡単な例として, それぞれ X から Y への制限

作用素 RestY や制限作用素と内部積の合成作用素 RestY ◦ ιNY (X) が上げられる. ただし, ここで ιN(Y ) は (Y

が余次元 1の時の) 法ベクトル場に関する内部積を表す. さらに (X,Y ) = (Sn, Sn−1), i = j = 0の場合では,

Juhl作用素 ([4, 17])が知られている.

さて共形不変な微分作用素Di→j : E i(X)→ Ej(Y ), すなわち, G′の二つの作用ϖ
(i)
u,δ|G′ , ϖ

(j)
v,εと可換である微

分作用素 Di→j が普遍的に構成できるとするならば, 共形変換群が特に大きいモデル空間 (X,Y ) = (Sn, Sn−1)

に対してもそのような作用素が存在するはずである. そこで文献 [11]では, このモデル空間に対して問題 A,

Bに取り組み, 両方ともに解決することに成功した. これよりその分類結果および明示的式について解説する.
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3 微分対称性破れ作用素の分類

まず分類結果から述べる. なお G′ = Conf(X;Y )と O(n, 1)の関係等については第 5節を参照されたい.

定理 1 ([11, Thm. 1.1]). n ≥ 3とし, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n − 1, u, v ∈ C, δ, ε ∈ Z/2Zとする. このとき,

(i, j, u, v, δ, ε)における次の 3つの条件は同値である.

(i) DiffO(n,1)(E i(Sn)u,δ, Ej(Sn−1)v,ε) ̸= {0}.

(ii) dimC DiffO(n,1)(E i(Sn)u,δ, Ej(Sn−1)v,ε) = 1.

(iii) j ∈ {i− 2, i− 1, i, i+ 1} ∪ {n− i+ 1, n− i, n− i− 1, n− i− 2},
(u, v, δ, ε) : 正整数条件やパリティを含む明示条件.

(iii)のパラメータにおける条件については実際は次の 12のケースに分類される.

Case (I). j = i− 2, 2 ≤ i ≤ n− 1, (u, v) = (n− 2i, n− 2i+ 3), δ ≡ ε ≡ 1 mod 2.

Case (I′). (i, j) = (n, n− 2), u ∈ −n− N, v = 3− n, δ ≡ ε ≡ u+ n+ 1 mod 2.

Case (II). j = i− 1, 1 ≤ i ≤ n, v − u ∈ N+, δ ≡ ε ≡ v − u mod 2.

Case (III). j = i, 0 ≤ i ≤ n− 1, v − u ∈ N, δ ≡ ε ≡ v − u mod 2.

Case (IV). j = i+ 1, 1 ≤ i ≤ n− 2, (u, v) = (0, 0), δ ≡ ε ≡ 0 mod 2.

Case (IV′). (i, j) = (0, 1), u ∈ −N, v = 0, δ ≡ ε ≡ u mod 2.

Case (∗I). j = n− i+ 1, 2 ≤ i ≤ n− 1, u = n− 2i, v = 0, δ ≡ 1, ε ≡ 0 mod 2.

Case (∗I′). (i, j) = (n, 1), u ∈ −n− N, v = 0, δ ≡ ε+ 1 ≡ u+ n+ 1 mod 2.

Case (∗II). j = n− i, 1 ≤ i ≤ n, v − u+ n− 2i ∈ N, δ ≡ ε+ 1 ≡ v − u+ n+ 1 mod 2.

Case (∗III). j = n− i− 1, 0 ≤ i ≤ n− 1, v − u+ n− 2i− 1 ∈ N, δ ≡ ε+ 1 ≡ v − u+ n+ 1 mod 2.

Case (∗IV). j = n− i− 2, 1 ≤ i ≤ n− 2, (u, v) = (0, 2i− n+ 3), δ ≡ 0, ε ≡ 1 mod 2.

Case (∗IV′). (i, j) = (0, n− 2), u ∈ −N, v = 3− n, δ ≡ ε+ 1 ≡ u mod 2.

ただし, 次に述べる双対性により本質的には j = i− 1および j = i+ 1の場合のみを考えれば良い. (前者は分

類に連続パラメータが含まれ, 後者は離散パラメータのみで分類される.) まず

ĩ := n− i, j̃ := n− j − 1, ũ := u+ 2i− n, ṽ := v + 2j − n+ 1, δ̃ ≡ δ + 1 mod 2, ε̃ ≡ ε+ 1 mod 2

とおくと, ホッジ双対により, 写像 (i, j, u, v, δ, ε) 7→ (̃i, j̃, ũ, ṽ, δ̃, ε̃) は

(I) ⇐⇒ (IV), (I
′
) ⇐⇒ (IV

′
), (II) ⇐⇒ (III) (3.1)

の双対性を与え, また写像 (i, j, u, v, δ, ε) 7→ (i, j̃, u, ṽ, δ, ε̃)は

(P) ⇐⇒ (∗P) (P = I, I′, II, III, IV, IV′) (3.2)

の双対性を与える. 特に (∗I)–(∗IV′)のケースの対称性破れ作用素はホッジの星型作用素 ∗と (I)–(IV′)の対称

性破れ作用素の合成で与えられる.
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4 微分対称性破れ作用素の明示的式

問題 Bの解を立体射影を通じて平坦な座標 (X,Y ) ≈ (Rn,Rn−1)で記述する. なお (3.2)より, j = i− 2, i−
1, i, i+ 1の場合について考えればよい.

4.1 j = i− 1, iの場合

それでは j = i− 1, iの場合から始める. まず C̃µ
a (t)を (全ての µ ∈ Cに対して C̃µ

a (t) ̸≡ 0となるよう正規化

した) a次の Gegenbauer多項式とし,

(IaC̃
µ
a )(y, z) := y

a
2 C̃µ

a

(
z
√
y

)
とおいて 2変数 y, zに関する a次の斉次式を定める. さらに形式的に yに −∆Rn−1 を, zに ∂

∂xn
を代入して得

られるスカラー値微分作用素を Dµ
a と書く. すなわち,

Dµ
a := (IaC̃

µ
a )

(
−∆Rn−1 ,

∂

∂z

)
.

このとき,パラメータu ∈ C, a ∈ Nに対し,二つの線型作用素の族Di→i−1
u,a : E i(Rn)→ E i−1(Rn−1), Di→i

u,a : E i(Rn)→
E i(Rn−1) を次に定義する.

Di→i−1
u,a := Restxn=0 ◦

(
−Dµ+1

a−2dRnd∗Rnι ∂
∂xn
− γ(µ, a)Dµ+1

a−1d
∗
Rn +

1

2
(u+ 2i− n)Dµ

a ι ∂
∂xn

)
,

Di→i
u,a := Restxn=0 ◦

(
Dµ+1

a−2dRnd∗Rn − γ(µ−
1

2
, a)Dµ

a−1dRnι ∂
∂xn

+
1

2
(u+ a)Dµ

a

)
.

ただし, µ := u+ i− 1
2 (n− 1), γ(µ, a) := 1 (a: 奇数), µ+ a

2 (a: 偶数)とする.

ホッジ双対より双対性 (II) ⇐⇒ (III)が成り立つと上述したが (式 (3.1)), 実際に Di→i
u,a は

Di→i
u,a = (−1)n−1 ∗Rn−1 ◦ Dn−i→n−i−1

u−n+2i,a ◦ (∗Rn)−1

で与えられる. ただし, ここで ∗X はホッジの星型作用素 ∗X : E i(X)→ En−i(X)を表す.

これら二つの微分作用素Di→i−1
u,a , Di→i

u,a は genericなパラメータに対しては消えないが, 以下の命題 2 で述べ

る特別なパラメータの場合には消えてしまうことに注意する.

命題 2 ([11, Prop. 1.4]). u ∈ C, a ∈ Nとする.

(1) 1 ≤ i ≤ nに対して, Di→i−1
u,a = 0 となる必要十分条件は (u, a) = (n− 2i, 0), (u, i) = (−n− a, n)である.

(2) 0 ≤ i ≤ n− 1に対して, Di→i
u,a = 0となる必要十分条件は (u, a) = (0, 0), (u, i) = (−a, 0)である.

そこで, どのような (i, a, u)に対しても消えないよう Di→i−1
u,a , Di→i

u,a をそれぞれ次のように正規化する.

D̃i→i−1
u,a :=


Restxn=0 ◦ ι ∂

∂xn
, a = 0;

Restxn=0 ◦ D
u+n+1

2
a ◦ ι ∂

∂xn
, i = n;

Di→i−1
u,a , それ以外,

D̃i→i
u,a :=


Restxn=0, a = 0;

Restxn=0 ◦ D
u−n−1

2
a , i = 0;

Di→i
u,a , それ以外.

このとき以下の主張が成り立つ.

定理 3 ([11, Thms. 1.5, 1.6]). 1 ≤ i ≤ nとし, j = i− 1, 1とする. また (u, v) ∈ C2および (δ, ε) ∈ (Z/2Z)2は
条件 v − u ∈ N+, δ ≡ ε ≡ v − u mod 2を満たすとする.
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(1) 微分作用素 D̃i→j
u,v−u−i+j は, Rn の共形的コンパクト化である Sn 上の作用素へ拡張され, また非自明な

O(n, 1)-準同型 E i(Sn)u,δ → Ej(Sn−1)v,ε を誘導する.

(2) E i(Sn)u,δ から Ej(Sn−1)v,εへの任意の O(n, 1)-同変な微分作用素は (1)における微分作用素 D̃i→j
u,v−u−i+j

の定数倍として与えられる.

注意 4. j = i, i− 1に対して微分対称性破れ作用素 D̃i→j
u,v−u−i+j は non-localな対称性破れ作用素 (積分作用素)

の residueとしても得られることが最近小林俊行氏によって示された ([9]). また (n, i, j) = (2, 1, 0)の場合には

関連した研究として Rankin–Cohen bracketsを用いた研究がある ([10]).

4.2 j = i+ 1, i− 2の場合

次に j = i+ 1, i− 2の場合を考える. この場合は j = i− 1, iの場合とは対照的に高階の微分作用素はほとん

ど出てこない. まず j = i+ 1に対して, 微分作用素の族 D̃i→i+1
u,a : E i(Rn)→ E i+1(Rn−1)を以下に定義する.

D̃i→i+1
u,a := Restxn=0 ◦ D

u−n−1
2

−u ◦ dRn .

ただし, a = 1−uとし, さらにケース (IV)の場合には u = 0 (1 ≤ i ≤ n− 2), ケース (IV′)の場合には u ∈ −N
(i = 0)の条件を加える. なお, D̃i→i+1

0,1 , D̃0→1
1−a,aはそれぞれ D̃i→i+1

0,1 = Restxn=0◦dRn , D̃0→1
1−a,a = dRn−1◦D̃0→0

1−a,a−1

で与えられる.

最後に j = i− 2に対して, 微分作用素の族 D̃i→i−2
u,a : E i(Rn)→ E i−2(Rn−1)を

D̃i→i−2
u,a := Restxn=0 ◦ D

u+n+1
2

−u+n−2i ◦ ι ∂
∂xn
◦ d∗Rn

と定義する. ただし, j = i+1の場合のように a = 1+n− 2i−uとし, さらにケース (I)の場合には u = n− 2i

(2 ≤ i ≤ n− 1), ケース (I′)の場合には u ∈ {−n,−n− 1,−n− 2, . . .} (i = n)の条件を加える. なお, D̃i→i−2
n−2i,1,

D̃n→n−2
1−n−a,aはそれぞれ D̃

i→i−2
n−2i,1 = Restxn=0 ◦ ι ∂

∂xn
◦ d∗Rn , D̃n→n−2

1−n−a,a = −d∗Rn−1 ◦ D̃n→n−1
1−n−a,a−1で与えられる. また

j = i, i− 1の場合と同様,

D̃i→i−2
n−2i,1 = (−1)n−1 ∗Rn−1 ◦ D̃n−i→n−i+1

0,1 ◦ (∗Rn)−1, ((I) ⇐⇒ (IV))

D̃n→n−2
u−n,1−u = (−1)n−1 ∗Rn−1 ◦ D̃0→1

u,1−u ◦ (∗Rn)−1, ((I′) ⇐⇒ (IV′))

が成り立つ.

j = i− 2, i+1の場合も, ケース (I), (I′), (IV), (IV′)のそれぞれのパラメータに対して, 定理 3と同様の主張

が成り立つ ([11, Thms. 1.7, 1.8]).

注意 5. 文献 [12] では局所的に定義された微分対称性破れ作用素がコンパクト化に拡張される定理である

「extension theorem」([16, Thm. 5.3])を用いて, 本研究結果をさらに擬リーマン球面へ拡張している. また文

献 [19]では本研究結果や文献 [18]で使われた手法を用いて, 対称性破れ作用素の空間の次元を求めている.

5 共形表現ϖ
(i)
u,δと主系列表現 I(i, λ)α

文献 [11]では (X,Y ) = (Sn, Sn−1)に対し, 問題 A, B (共形幾何) を解決するにあたって, それらを一旦, 主

系列表現 (表現論) の問題として捉え, 代数的フーリエ変換 (F-method) を使用することにより証明した. この

ことについて詳しく述べるため, 本節では共形表現 (ϖ
(i)
u,δ, E i(X))とそれに対応する主系列表現 I(i, λ)αの関係

について簡単に述べる.
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まず初めにG = O(n+1, 1)とし, P =MAN+をGの極小放物型部分群 P のラングランズ分解とする. それ

から 0 ≤ i ≤ n, α ∈ Z/2Z, λ ∈ Cに対して,
∧

i(Cn)⊗ (−1)α⊗CλをMA ≃ (O(n)×O(1))×Rの外部テンソル
積表現とし, さらにN+をそこへ自明に作用させることにより, これを P の表現とみなす. 次にこの外部テンソ

ル積表現に同伴した実旗多様体X = G/P ≃ Sn上のG-同変ベクトル束 Vi
λ,α := G×P

(∧
i(Cn)⊗ (−1)α ⊗ Cλ

)
を定め, その滑らかな切断全体の空間 C∞(X,Vi

λ,α)に Gの主系列表現

I(i, λ)α := IndGP
(∧i(Cn)⊗ (−1)α ⊗ Cλ

)
を定義する. 同様に 0 ≤ j ≤ n− 1, β ∈ Z/2Z, ν ∈ Cに対して, Gの部分群 G′ = O(n, 1)の主系列表現

J(j, ν)β := IndG
′

P ′

(∧j(Cn−1)⊗ (−1)β ⊗ Cν

)
を Y := G′/P ′ ≃ Sn−1上のG′-同変ベクトル束Wj

ν,β := G′ ×P ′
(∧

j(Cn−1)⊗ (−1)β ⊗ Cν

)
の滑らかな切断全

体の空間 C∞(Y,Wj
ν,β)に定義する. なお k ∈ Zに対し, I(i, λ)k mod 2, J(j, ν)k mod 2 を単に I(i, λ)k, J(j, ν)k

と書くこととする.

さて球面 X = Sn の共形群 Conf(X)ならびに大円 Y = Sn−1 を保つ元からなる部分群 Conf(X;Y )に対し

て, それぞれ次の同型が成り立つ.

Conf(X) ≃ O(n+ 1, 1)/{±In+2}, (5.1)

Conf(X;Y ) ≃ (O(n, 1)×O(1))/{±In+2}. (5.2)

これらの同型を踏まえ, これより共形表現ϖ
(i)
u,δ と主系列表現 I(i, λ)δ の関係を考える.

まず同型 (5.1)を通して二つの表現ϖ
(i)
u,δ, I(i, λ)δ に対して, 以下の同型が成り立つ.

命題 6 ([11, Prop. 2.3]). G = O(n+ 1, 1) (n ≥ 2)とし, 0 ≤ i ≤ n, u ∈ Cとする. このとき, δ ∈ Z/2Zに対し
て, 次の G加群としての同型が成り立つ.

ϖ
(i)
u,δ ≃

I(i, u+ i)i, δ = 0;

I(n− i, u+ i)n−i, δ = 1.

命題 6より, 共形表現 (ϖ
(i)
u,δ, E i(X)u,δ) を調べるのに条件 α ≡ ℓ mod 2を満たす主系列表現 I(ℓ, λ)α を調べ

れば十分であることが分かる. さらに同型 (5.2)より, 次の同型が成り立つ.

補題 7 ([11, Lem. 11.2]). (X,Y ) = (Sn, Sn−1)に対して, 次の自然な同型が成り立つ.

HomConf(X;Y )(E i(X)u,δ, Ej(X)v,ε) ≃ HomO(n,1)(I(δ · i, u+ i)δ·i, J(ε · j, v + j)ε·j). (5.3)

ただし, δ, ε ∈ Z/2Z, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n− 1に対して, δ · i, ε · j を次に定義する.

δ · i :=

i, δ ≡ 0 mod 2;

n− i, δ ≡ 1 mod 2,
ε · j :=

j, ε ≡ 0 mod 2;

n− 1− j, ε ≡ 1 mod 2.

さて同型 (5.3)より, 特に微分作用素全体からなる部分空間に対して, 次の同型が成り立つ.

DiffConf(X;Y )(E i(X)u,δ, Ej(X)v,ε) ≃ DiffO(n,1)(I(δ · i, u+ i)δ·i, J(ε · j, v + j)ε·j). (5.4)

文献 [11]では F-methodを用いてまずDiffO(n,1)(I(i, λ)α, J(j, ν)β)の元を分類・構成し, それから同型 (5.4)を

通し, DiffConf(X;Y )(E i(X)u,δ, Ej(X)v,ε) の問題である問題 A, Bを解決した. 次節ではこの F-methodについ

て解説する.
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6 F-method

主問題A, Bを解決する上で中心的な役割を果たした F-methodの一般論を概説し, 本稿を終えることとする.

詳細は文献 [16]を参照されたい.

ここまでX = Sn, Y = Sn−1と異なる多様体のベクトル束の間の微分作用素について述べてきたが, その定

義については全く触れてこなかった. そこでまず異なる多様体X, Y のベクトル束 V, W の間の微分作用素の
定義から始める.

定義 8. ([16, Def. 2.1]) 与えられた底空間の間の滑らかな写像 (単射でなくても良い) p : Y → X に対して, 次

の包含関係を満たす連続線形写像 T : C∞(X,V)→ C∞(Y,W)を微分作用素と呼ぶ.

p(Supp(Tf)) ⊂ Supp(f) for any f ∈ C∞(X,V).

実際, X = Y で pが恒等写像の場合, 定義 8で定められた微分作用素は普通の意味での微分作用素と一致す

る. 詳しくは [16, Rem. 2.2, Ex. 2.4]を参照されたい.

さて詳しい設定や記号等は後に紹介するとして, 手始めに F-methodの大まかなアイデアに触れておく. F-

methodではまず以下の 3つの線形空間の間の同型 (6.1)を軸とする.

Sol(PDE)
∼←− Homg′,P ′(Verma modules)

∼−→ DiffG′(VX ,WY ). (6.1)

ここで Homg′,P ′(Verma modules)は g′の一般 Verma加群から gのそれへの (g′, P ′)加群としての準同型全体

の空間を表し, Sol(PDE)はある偏微分方程式系 (F-system) の解空間を表す. (詳しくはそれぞれ項 6.5, 6.6を

参照されたい. また同型 (6.1)のより正確な図式については図式 (6.7)を参照されたい.) F-methodでは同型

(6.1)を通し, 偏微分方程式系を解くことによって微分対称性破れ作用素 D ∈ DiffG′(VX ,WY )を分類・構成す

る. 特に gの一般 Verma加群を誘導する放物型部分代数 p = l+ n+ の冪零根基 n+ が可換の場合は, 定数係数

の微分作用素の表象を与える写像 Symbによって, 同型「Sol
∼→ Diff」が直接得られる (下記の定理 13を参照).

ところで同型 (6.1)において, 同型「Hom
∼→ Diff」(duality theorem) は G′ = Gで特に多様体 X が旗多様

体の時に知られていたが ([16, Rem. 2.11]参照), 同型「Sol
∼← Hom」は G′ = Gの場合も含めて, 小林俊行氏

による「代数的フーリエ変換」の開発によって初めて明らかになった ([5, 6, 15, 16]). この代数的フーリエ変

換の開発により, それまでには知られていなかった新しい微分対称性破れ作用素が次々と構成されている (cf.

[11, 17]). 代数的フーリエ変換については項 6.2, 6.3, 6.4 を参照されたい.

それではこれより文献 [11, Sect. 3.3]を元に, 順を追って F-methodについて概説する.

6.1 主系列表現 π(σ,λ)と微分表現 dπ(σ,λ)

まず Gを実簡約リー群とし, P =MAN+を放物型部分群 P のラングランズ分解とする. またこれらのリー

環をそれぞれ g(R), p(R) = m(R) + a(R) + n+(R) と書き, さらにそれらを複素化したリー環をそれぞれ g,

p = m+ a+ n+ と書くこととする.

λ ∈ a∗ ≃ HomR(a(R),C)に対し, Aの 1次元表現 a 7→ aλ := e⟨λ,log a⟩ を Cλ と表す. MN+ を自明に作用さ

せることにより, Cλを P の表現ともみなす. 続いてM の有限次元表現 (σ, V )と λ ∈ a∗に対し, V 上のMAの

表現 σλ ≡ σ ⊗ Cλ をma 7→ aλσ(m)と定める. Cλ の場合と同様, N+ を自明に作用させることにより, (σλ, V )

を P の表現ともみなす. これにより, 表現 (σλ, V )に同伴した実旗多様体 X = G/P 上の G-同変ベクトル朿

VX = G×P V を定め, 主系列表現 π(σ,λ) = IndGP (σλ)をその滑らかな切断全体の空間 C∞(X,VX)に定義する.

分解 g(R) = n−(R) +m(R) + a(R) + n+(R)を g(R)のGelfand–Naimark分解とする. このとき, ベクトル朿

VX → X は開ブリュア胞体 n−(R) ≃ N− ↪→ G/P = X へ制限すると自明化する. そこでこの開ブリュア胞体
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への制限を通し, C∞(X,VX)を C∞(n−(R))⊗ V の部分空間とみなす. リー環 g(R)の C∞(n−(R))⊗ V 上の微
分表現を dπ(σ,λ) と書くこととする.

6.2 準同型 d̂π(σ,λ)∗

次に 2ρ ∈ a∗ を Z 7→ Trace(ad(Z) : n+(R) → n+(R)) より定まる a(R) 上の準同型とし, P の 1 次元表現

p 7→ χ2ρ(p) = |det(Ad(p) : n+(R)→ n+(R))|を C2ρ と表す. また (σ, V )に対し, V ∨ = HomC(V,C)と書き,

(σ∨, V ∨)を (σ, V )の反傾表現とする. そして λ ∈ a∗に対して, MAの表現 σ∗
λ := σ∨ ⊗C2ρ−λを定め, σλの場

合と同様にこれを P の表現とみなす. σ∗
λに同伴した双対ベクトル束 V∗

X = G×P V
∨ の滑らかな切断全体の空

間 C∞(X,V∗
X)上に表現 π(σ,λ)∗ = IndGP (σ

∗
λ)を定義する. このとき X 上の積分は G-不変な自然な非退化双線

型形式

IndGP (σλ)× IndGP (σ
∗
λ)→ C

を与える.

さてC∞(X,VX)と同様にC∞(X,V∗
X)はC∞(n−(R))⊗V ∨の部分空間とみなせる. このときC∞(n−(R))⊗V ∨

上の π(σ,λ)∗ の微分表現 dπ(σ,λ)∗ はリー環としての準同型

dπ(σ,λ)∗ : g −→ D(n−)⊗ End(V ∨)

を与える. ただしここで D(n−)は n− のワイル代数を表す. このとき以下に定める「ワイル代数の代数的フー

リエ変換」を dπ(σ,λ)∗ に施すことにより, リー環としての準同型

̂dπ(σ,λ)∗ : g −→ D(n+)⊗ End(V ∨)

を得る.

6.3 ワイル代数の代数的フーリエ変換

Eを複素有限次元ベクトル空間とし, dimCE = nとする. また Eのワイル代数をD(E)で表す. すなわち E

の座標を (z1, . . . , zn)とすると

D(E) := C[z1, . . . , zn, ∂
∂z1

, . . . , ∂
∂zn

].

ワイル代数 D(E)は非可換環であることに注意されたい. (例えば, ∂
∂zi
zi − zi ∂

∂zi
= 1.) また E∨を E の双対空

間とし, 座標を (ζ1, . . . , ζn)で表すこととする. このとき Eのワイル代数D(E)の元 ∂
∂zi
, zi (i = 1, . . . , n) に対

して, E∨ のワイル代数 D(E∨)の元 ∂̂
∂zi
, ẑi を以下に定める.

∂̂

∂zi
:= −ζi, ẑi :=

∂

∂ζi
. (6.2)

定義 9 ([16, Def. 3.1]). 式 (6.2)より定まる代数としての同型

D(E) −→ D(E∨), T 7→ T̂

を「ワイル代数の代数的フーリエ変換」と呼ぶ.

ワイル代数の代数的フーリエ変換を定める式 (6.2) の定義は後述する図式 (6.9)に関係している. 詳しくは注

意 14を参照されたい.
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6.4 一般Verma加群の代数的フーリエ変換 Fc

リー環 gの一般 Verma加群 indgp(V
∨)を indgp(V

∨) := U(g) ⊗U(p) V
∨ と定義する. ただし, ここで V ∨ は

n+を自明に作用させ dσ∨ ⊗ (−λ)を通し p加群とみなしている. このとき g加群 indgp(V
∨)は P 加群構造も合

わせ持つ. そこで P が非連結である場合も考え, indgp(V
∨)を (g, P )加群とみなす. 一方で ̂dπ(σ,λ)∗ を通して

Pol(n+)⊗ V ∨ もまた (g, P )加群とみなせる. このとき次の主張が成り立つ.

定理 10 ([16, Cor. 3.12])). (g, P )加群として同型

Fc : indgp(V
∨)

∼−→ Pol(n+)⊗ V ∨ (6.3)

が成り立つ. また同型 (6.3)は u ∈ U(g), v∨ ∈ V ∨ に対して,

u⊗ v∨ 7−→ ̂dπ(σ,λ)∗(u)(1⊗ v∨)

で与えられる.

この同型 Fc を「一般 Verma加群の代数的フーリエ変換」と呼ぶ ([16, Sect. 3.4]).

6.5 Duality Theorem (Hom
∼→ Diff)

同型 (6.1)における同型「Hom
∼→ Diff」(duality theorem)は放物型部分群 P に対してだけでなく, 一般の

閉部分群H に対して成り立つ. 本項ではその一般の設定で duality theoremを記述する.

まずH ′ ⊂ H をGの (連結とは限らない)閉部分群とし, h′ ⊂ hをそれぞれH ′, H のリー環の複素化とする.

またGの閉部分群G′をH ′ ⊂ G′となるようにとる. それから V , W を順にH, H ′の有限次元表現とし, 同伴

ベクトル束 VX := G×H V , WY := G′ ×H′ W を定める. このとき, Y からX へは

Y ↪−→ G/H ′ −↠ X

となる滑らかな写像が存在するため, 同伴ベクトル束 VX , WY の間の微分作用素が定義できることに注意され

たい (定義 8).

また indgh(V
∨) := U(g) ⊗U(h) V

∨, indg
′

h′(W∨) := U(g′) ⊗U(h′) W
∨ とし, 前節と同様にこれらをそれぞれ

(g,H)加群, (g′,H ′)加群とみなす. 特に前者は (g′,H ′)への制限を通して, (g′,H ′)加群ともみなす.

このとき次の主張が成り立つ.

定理 11 (Duality Theorem, [16, Thm. 2.9]). ベクトル空間として次の自然な同型が成り立つ.

DX→Y : Homg′,H′(indg
′

h′(W
∨), indgh(V

∨))
∼−→ DiffG′(VX ,WY ). (6.4)

同型DX→Y は単に抽象的に与えられる訳ではなく具体的に与えられる. 詳しくは [16, Thm. 2.9]を参照され

たい.

6.6 F-method (Sol
∼← Hom)

G′をGの実簡約部分群とし, P ′ =M ′A′N ′
+をG′の放物型部分群でM ′A′ ⊂MA, N ′

+ ⊂ N+を満たすもの

とする. G′, P ′ 等のリー環は Gの場合と同様に g′(R), p′(R)などと表す. また P の場合と同様に, M ′ の有限

次元表現 (τ,W )と ν ∈ (a′)∗ より, P ′ の表現 τν を定め, G′-同変ベクトル束WY := G′ ×P ′ W → Y := G′/P ′

を定義する.
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さて ψ ∈ (Pol(n+) ⊗ V ∨) ⊗W ≃ HomC(V,W ⊗ Pol(n+))に対して, 次の偏微分方程式系 (F-system)を考

える.

( ̂dπ(σ,λ)∗(C)⊗ idW )ψ = 0 for all C ∈ n′+. (6.5)

ここで ̂dπ(σ,λ)∗(C)はベクトル場でなく, 例えば n+ が可換の場合では (6.5)は 2階の微分方程式になることに

注意されたい ([16, Lem. 3.8]). 次に空間 Sol(n+;σλ, τν)を F-systemの解空間

Sol(n+;σλ, τν) := {ψ ∈ HomL′(V,W ⊗ Pol(n+)) : ψは F-system(6.5)を満たす } (6.6)

と定める. このとき次の主張が成り立つ.

定理 12 (F-method, [16, Thm. 4.1]). ベクトル空間として次の自然な同型が成り立つ.

Fc ⊗ id : Homg′,P ′(indg
′

p′(W
∨), indgp(V

∨))
∼−→ Sol(n+;σλ, τν).

定理 11, 12より, 以下のように同型「Sol
∼→ Diff」を得る.

Sol(n+;σλ, τν)

∼

""

Homg′,P ′(indg
′

p′(W∨), indgp(V
∨))

∼
DX→Y

//

∼
Fc⊗id

88rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

DiffG′(VX ,WY )

(6.7)

6.7 冪零根基 n+が可換の場合

最後に放物型部分代数 p = l+ n+ の冪零根基 n+ が可換の場合を考える. 定数係数の微分作用素の表象を与

える写像

Symb: Diffconst (C∞(Rn)⊗ V,C∞(Rn)⊗W )
∼−→ Pol[ζ1, . . . , ζn]⊗HomC (V,W ) (6.8)

を次に定める.

e−⟨z,ζ⟩D
(
e⟨z,ζ⟩ ⊗ v

)
= Symb(D)(v) ∈ Pol[ζ1, · · · , ζn]⊗W for all v ∈ V .

このとき次の主張が成り立つ.

定理 13 ([16, Cor. 4.3]). 冪零根基 n+ が可換であるとき, ベクトル空間として次の同型が成り立つ.

RestY ◦ Symb−1 : Sol(n+;σλ, τν)
∼−→ DiffG′(VX ,WY ).

さらに以下の 3つの同型による図式は可換になる.

Sol(n+;σλ, τν)

∼
RestY ◦ Symb−1

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC

⟲

Homg′,P ′(indg
′

p′(W∨), indgp(V
∨))

∼
DX→Y

//

∼
Fc⊗id

99ssssssssssssssssssssssss

DiffG′(VX ,WY )

(6.9)
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注意 14. ワイル代数の代数的フーリエ変換 (定義 9) を定めた式 (6.2)は定理 13にある図式が可換になるよう

に定められていることに注意されたい.

冪零根基 n+が一般の場合ではVerma module間の準同型の空間を経由することで同型「Sol
∼→ Diff」が得られ

ていたが (図式 (6.7)参照), 冪零根基 n+が可換であるときは表象写像 Symb−1を通して直接同型「Sol
∼→ Diff」

が得られるていることに注意されたい (図式 (6.9) 参照). 特に冪零根基 n+ が可換である場合は与えられた

(G,G′, V,W )に対して以下の手順で F-methodを用いると良い.

F-methodのレシピ ([16, Sect. 4.4]) 冪零根基 n+ が可換であるする.

ステップ 1: C ∈ n′+ に対して, dπ(σ,λ)∗(C) および ̂dπ(σ,λ)∗(C) を求める.

ステップ 2: ψ ∈ HomL′(V,Pol(n+)⊗W ) を求める.

ステップ 3: ψ ∈ HomL′(V,Pol(n+)⊗W ), に対して, F-system (6.5)を解く.

ステップ 4: F-systemの解 ψに対して, RestY ◦ Symb−1 を施す.

ステップ 3において偏微分方程式系 F-system (6.5) を解かなければならないが, 以下の補題 15より, 実際, 冪

零根基 n+ が可換であるときは 1つの微分方程式を解けば十分である.

補題 15 ([11, Lem. 3.4]). 冪零根基 n+ が可換であるとき, 以下の ψ ∈ HomL′(V,Pol(n+)⊗W ) に関する 2条

件は同値である.

(i) 全ての C ∈ n′+ に対して, ( ̂dπ(σ,λ)∗(C)⊗ idW )ψ = 0.

(ii) ある 0 ̸= C0 ∈ n′+ に対して, ( ̂dπ(σ,λ)∗(C0)⊗ idW )ψ = 0.

文献 [11]では上記「F-methodのレシピ」の手順に沿って微分対称性破れ作用素を構成・分類した. ここでそ

の詳細を書くことはできないが, 例えばステップ 2ではN ∈ {1, 2, 3, . . .}に対して, 3つのベクトル空間のテン

ソル積
∧

i(CN )⊗
∧

j(CN )⊗Hk(CN ) の O(N)不変な元の決定が重要になる. ただしここでHk(CN )は次数 k

の調和多項式全体のなす空間を表す. またステップ 3では補題 15を用いた後の偏微分方程式を「T-saturation」

([17, Sect. 3.2]) という手法を用いて, 常微分方程式に置き換え, その解を決定した. この際, (genericな場合にお

いて) 9つの常微分方程式からなる微分方程式系を解くことになるが, それらを変数変換で別の微分方程式系に

置き換え, さらにそれまでには知られていなかった Gegenbauer多項式の三項間関係式 (three-term relations)

を新たに求めることでその微分方程式系を解くことに成功した. 詳細は [11, Chaps. 6, 14]を参照されたい.
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