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リー群が推移的に作用している多様体を等質多様体という. 等質多様体上の大域解析は, 表現論,

微分幾何, D-加群, 函数解析, 代数幾何, 保型形式, 組み合わせ論, 積分幾何 , . . . など数学のさまざま

な分野が交錯する場である. リー群自身も等質多様体の例であるが, その最も簡単な場合であるトー

ラス群 S1 や実数の加法群 R の場合をまず思い起こそう. 古典的な調和解析であるフーリエ級数や

フーリエ変換は S1 や R 上での L2-関数を eixλ の形で展開することと言える. ところで, x 7→ eixλ

は可換なリー群である S1 や R の (一次元の)既約ユニタリ表現であり, 従って, フーリエ級数やフー

リエ変換は L2(S1) や L2(R) を S1 や R の既約ユニタリ表現に分解することと考えられる. この洞

察を最初に与えた Weyl 自身は, コンパクト群上の L2-関数を既約ユニタリ表現で展開する公式であ

る Peter-Weyl の定理を得た (1927). その受け皿となるコンパクトなリー群の既約ユニタリ表現 (有

限次元)の分類は Cartan-Weyl の最高ウェイト表現の理論として良く知られている. 以降, ユニタリ

表現論は等質多様体上の調和解析と相互に不可分な関係を保ちながらさまざまな形で発展してきた.

さて, コンパクトなリー群と複素化が同じになるようなリー群を実簡約リー群という. 例えば, S1 と

R あるいは SU(n) と SL(n,R) などはそれぞれ同型な複素化を持つので実簡約リー群である. 本稿

では, リー群やその部分群はすべて実簡約リー群であるという仮定をおいて, 相互関係

(イ)簡約型等質多様体 G/H の調和解析 ⇐⇒ (ロ)実簡約リー群 G のユニタリ表現

の最近の進展について, 筆者なりの視点から, 解説を試みた. (イ) の基本目標の一つは L2(G/H) を

G の既約ユニタリ表現 (一般に無限次元) で展開する公式を明確に与える事であり, 特に離散スペク

トラムに相当する G/H の離散系列表現 Disc(G/H) の決定が重要である. 一方 (ロ) の基本目標の

一つは G の既約ユニタリ表現の同値類 Ĝ の決定である. ここで, Disc(G/H) は H に依存する Ĝ の

部分集合である (空集合となることもある). その意味で, (ロ)を一般的に理解することは, 個別の部

分群 H に対して (イ)を理解するための受け皿という役割も果たすことになる. 逆に, 特別な部分群

H に対して (イ) の Disc(G/H) の元を構成することにより, G の新しい既約ユニタリ表現が発見さ

Typeset by AMS-TEX

1



2 小林 俊行 (東京大学 数理科学研究科)

れるという形で (ロ) の研究に寄与したことも, 歴史的には, しばしばあった (例 (4.4)). 現在, G の既

約表現 (正確には 既約 (g, K)-加群)の分類は３通りの方法で知られている.∗1) しかしその部分集合で

ある Ĝ の分類は一部の群以外では未解決である.∗2) 一方, 簡約型等質多様体 G/H の離散系列の存在

条件や分類についても, §4や§6 で述べるように対称空間以外の多くの場合では未解決である.

本稿の構成を述べよう. 前半では等質多様体の幾何と楕円軌道に付随する既約ユニタリ表現の構

成法の解説をし, 後半では筆者自身の研究を紹介する. 詳しく言うと, §1 では導入の意味もこめて,

本稿に現れる種々の簡約型等質多様体のクラスの幾何を, できるだけ予備知識なしで, 読めるように

概説した. そこで説明された不変な複素構造, (擬)リーマン構造, 対称構造, パラエルミート構造など

の幾何構造を持つクラスの等質多様体の調和解析は, 順に §2, §3, §4, §5 で扱われる. すなわち, §2 で

は, Borel-Weil-Bott の定理の一般化として, 複素構造を持つ簡約型等質多様体上の Dolbeault コホ

モロジーの空間に (ほぼ既約な)表現を構成するという Schmid, Wong の最近の結果を, Zuckerman

の導来函手加群や Vogan によるユニタリ表現の思想との関係を強調しながら解説した. ここで得ら

れる表現は, 例えば §4 や §6 で述べる簡約型等質多様体の離散系列表現のように “孤立”して現れる

既約ユニタリ表現の記述にも適していると考えられる. §3 では (イ) と (ロ) の相互関係の素朴な例

として, 非コンパクトリーマン多様体のラプラシアンの点スペクトラムと離散系列の Blattner 予想

(公式)との関係を解説する. §4 では Harish-Chandra, Flensted-Jensen, 大島-松木, Schlichtkrull な

どが得た離散系列を含む設定で, 対称空間上の主束の構造をもつ簡約型等質多様体の離散系列の構成

を与える. §6 では「既約ユニタリ表現を部分群に制限したときにどのように既約分解するか？」と

いう表現論の基本問題 (分岐則)のための “良い” 枠組み (admissible)を導入する. さらに, その判定

条件を与え, 応用として spherical と呼ばれるクラスの等質多様体の離散系列の存在問題に触れる.

1. 簡約型等質多様体

本稿では, リー群は 一般線型群 GL(n,R) の部分群として実現されるリー群, すなわち線型リー

群である事を仮定し, 用語の上では線型という形容句を省略する. リー群 G のリー環を g, その複素

化 g ⊗ C を gC で表す. 他の大文字で表されたリー群に対しても同様の記法を用いる.

GL(n,R) の連結閉部分群 G がGL(n,R) の標準的 Cartan involution g 7→ tg−1 で安定なとき, G

を実簡約リー群 と呼ぶ. さらに G の中心 Z(G) := {g ∈ G : gx = xg (∀x ∈ G)} が離散的であると

き, G を半単純リー群と呼ぶ. 次に, 連結閉部分群の列 GL(n,R) ⊃ G ⊃ H が g 7→ tg−1 で同時に安

定なとき, 等質多様体 G/H を簡約型等質多様体と呼ぶ ([74] 参照). なお, リー群 G が実簡約リー

群であるという事を GL(n,R) での実現を用いないで直接定義することもできる. すなわち, G の随
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伴表現 Ad: G → GL(g) が完全可約であり, かつ G は gC をリー環に持つ連結な複素リー群 GC の

部分群に実現されるという条件である. ただし G ⊂ GC を満たす範囲内では G は連結でなくても構

わない.

例 1.1. G = GL(n,R), SU∗(2n), U(p, q), SO∗(2n), SO(p, q), Sp(n,R), Sp(p, q) 等は実簡約リー

群である. また, 自然な埋め込み GL(n,C) ⊂ GL(2n,R) に注意すれば, G = SL(n,C), SO(n,C),

Sp(n,C) 等の複素半単純リー群もすべて実簡約リー群の例であることがわかる. 次に, R2n の複素

構造全体の空間 GL(2n,R)/GL(n,C), 不定値 Stiefel 多様体 U(p, q;F)/U(p − m, q;F) (F = R, C,

H (四元数体)), Siegel の上半空間 Sp(n,R)/U(n) 等は簡約型等質多様体である.

実簡約リー群 G の包合的自己同型写像 θ (すなわち θ ∈ Aut(G), θ2 = id) がCartan involution

であるとは, θ の固定部分群 K := Gθ = {g ∈ G : θg = g} が G の極大コンパクト部分群であると

きをいう (G にコンパクト因子がない場合は, 極大性は自動的に成り立つので, 単に K がコンパク

トという条件と理解すれば良い). 逆に G の極大コンパクト部分群 K を与えたとき K = Gθ とな

る G の Cartan involution θ が一意的に存在する. 以下特に断らない限り, 極大コンパクト部分群

K ⊂ G は Cartan involution θ ∈ Aut(G) によって定義されたものとする. なお, G/H が簡約型等

質多様体のとき, G の Cartan involution θ は θH = H を満たすように選べるので, 必ずこのよう

に θ を選ぶ. 特に θ は H の Cartan involution も兼ね, K ∩ H は H の極大コンパクト部分群とな

る. 次に, Cartan involution θ ∈ Aut(G) の微分も同じ記号 θ ∈ Aut(g) で表す. θ2 = id であるので

θ ∈ Aut(g) の固有値は +1, −1 のみである. θ による固有空間分解 g = k + p は Cartan 分解 と

呼ばれる. リー環 g には G-不変な R 上の非退化な対称二次形式 B で, θ によって捻った二次形式

Bθ : g× g → R, X, Y 7→ −B(X, θY ) が正定値対称となるものが存在する. G が単純リー群ならば

B は g の Killing 形式の正数倍に限る.

例 1.2. GL(n,R) ⊃ G が g 7→ tg−1 で安定ならば (例えば G = GL(n,R)),

θ ∈ Aut(G) を θ(g) := tg−1 (g ∈ G), θ ∈ Aut(g) を θ(X) := −tX (X ∈ g ⊂ gl(n,R)),

K = O(n) ∩ G, k = g∩{実歪対称行列 }, p = g∩{実対称行列 },

B(X, Y ) := Trace(XY ) (X,Y ∈ g),

とおくと, 上記の設定が得られる.

実簡約リー環の Cartan 分解 g = k + p を群に持ち上げると, 微分同相写像 K × p → G, (k, X) 7→

k exp(X) として, 実簡約リー群 G の分解を与える. 特に G = GL(n,R) の場合, この分解は線型代



4 小林 俊行 (東京大学 数理科学研究科)

数で習う極分解 GL(n,R) ≅ O(n) × {正値実対称行列 } = O(n) × exp({実対称行列 }) に他ならな

い. 群多様体におけるこの分解は, 等質多様体の場合にも, 次の補題の形で拡張される ([90], [49]).

補題 1.3. 簡約型等質多様体 G/H は, コンパクト等質多様体 K/H ∩K 上の p/h∩ p をファイバー

とする (同伴)ベクトル束と微分同相である.

以下, 典型的な簡約型等質多様体の例を挙げよう.

例 1.4. σ を実簡約リー群 Gの有限位数の自己同型とする. H が σ の固定部分群 {g ∈ G : σg = g},

または, その開部分群であるとき G/H は簡約型等質多様体となる. 特に σ の位数が 2 のとき G/H

は簡約対称空間 と呼ばれる (G が実半単純リー群ならば G/H は半単純対称空間 と呼ばれる) . 実

半単純リー群の群多様体 G × G/diag(G) や SL(p + q,R)/SO(p, q), SL(n,C)/SL(n,R) などは半

単純対称空間の例である. またG×G×G/diag(G) やGL(3,R)/(R×)3, G2(C)/SL(3,C) などは位

数 3 の自己同型 σ によって定義される簡約型等質多様体の例である.

例 1.5. リー環 g の元 X に対し, リー群 G の部分群を L ≡ G(X) := {g ∈ G : Ad(g)X = X} で

定義する. リー群 G の随伴軌道 Ad(G)X (⊂ g) は等質多様体 G/G(X) として表される. 以下, G

を実簡約リー群と仮定すると, g 上の Ad(G)-不変な非退化二次形式 B によって, リー群 G の 随

伴表現 Ad: G → GL(g) とその双対表現 Ad∗ : G → GL(g∗) は同型となり, 従って, 随伴軌道と余

随伴軌道は同一視される. 特に, 実簡約リー群の随伴軌道には G-不変シンプレクティック構造が入

ることがわかる. さらに, X が半単純元 (すなわち ad(X) ∈ End(g) は半単純元) ならば, Ad(G)X

は半単純軌道と呼ばれ, G/G(X) は 簡約型等質多様体である. さらに仮定をつけ加えて, 線型写像

ad(X) ∈ End(g) の固有値がすべて純虚数 (実数)ならば, Ad(G)X は楕円型 (双曲型)軌道 と呼ば

れる.

例 (1.5) の特別な場合である楕円型軌道 Ad(G)X ≅ G/G(X) の幾何構造を詳しくみよう.

l ≡ g(X) := {Y ∈ g : [X,Y ] = 0}, lC ≡ gC(X) = l ⊗ C,

u ≡ u(X) :=
√
−1ad(X) ∈ End(gC) の正の固有値を持つ固有空間の直和 (⊂ gC),

q ≡ q(X) := gC(X) + u(X) (⊂ gC),

とおく. X は楕円型なので θX = X を満たす G の Cartan involution θ が存在する. 特に θq = q

が成り立ち, この性質を強調して q を gC の θ-stableな放物型部分代数 と言う. q をリー環とする

GC の連結複素部分群を Q と書くと, G ∩ Q = G(X) 及び g + q = gC が成り立つので, 楕円型軌道
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Ad(G)X から旗多様体 GC/Q の開部分集合への埋め込み写像 (一般化された Borel embedding)

Ad(G)X ≅ G/G(X) ⊂ GC/Q

が誘導される. 従って, 複素等質多様体 GC/Q の開集合として楕円型軌道 Ad(G)X ≅ G/G(X) に

G-不変な複素構造を定義することができる. なお, X を −X に取り替えると G(X) = G(−X) (= L)

なので G/G(X) と G/G(−X) は微分同相であるが, その上の複素構造は互いに複素共役である. よ

り一般には, シンプレクティック多様体 G/L 上に有限通りの G-不変複素構造が存在するが, これは

G(X) = L という制約条件の下での θ-stable な放物型部分代数 q(X) の自由度に対応し, その幾何的

量子化は G のユニタリ表現の異なる “系列”に対応する (§2).

例 1.6 (不定値複素射影空間). 一般線型群 GC = GL(n,C) の Cn への自然表現は Cn の複素

直線を複素直線に推移的に移し, 特に 射影空間 Pn−1C は GC の等質多様体 GC/Q として表され

る. ここで Q は (j, 1) (2 ≤ j ≤ n) 成分が 0 である行列からなる GC の極大放物型部分群であ

る. p + q = n (p, q ≥ 1) なる p, q を決め, Cn に 符号数 (p, q) の擬エルミート計量 (z, w) :=

z1w1 + · · ·+ zpwp − zp+1wp+1 − · · · − znwn (z, w ∈ Cn) を入れ, Cn の正の錐 {z ∈ Cn : (z, z) > 0}

に含まれる複素直線全体を Pp−1,qC と書く. Pp−1,qC は明らかに Pn−1C の開集合である. 不定値

ユニタリ群 G := U(p, q) ⊂ GC = GL(n,C) は Pp−1,qC に推移的に作用するので, G の等質多様体

から Pn−1C の開部分集合への埋め込み

G/L = U(p, q)/U(1) × U(p − 1, q) ≅ Pp−1,qC ⊂ Pn−1C ≅ GC/Q

が得られる. 「Poincaré 平面がリーマン球面の上半分に埋め込まれている」という良く知られた例

は, p = q = 1 のときに対応している. U(p, q) の楕円型軌道としては Pp−1,qC は最低次元のもので

あり, その具体的実現と対応する G のユニタリ表現の説明は次節の例 (2.5) で取り上げる.

簡約型等質多様体 G/H には二次形式 B から誘導される G-不変な擬リーマン計量が存在するが,

今まで述べたように, あるクラスのものには, さらに G-不変な複素構造, シンプレクティック構造,
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リーマン計量などが存在する. 後に使う簡約型等質多様体の族との対応を整理しておこう:

∃ 不変リーマン計量 ∃ 不変シンプレクティック構造 ∃ 不変複素構造

半単純対称空間 半単純軌道

リーマン対称空間 半単純群多様体 パラエルミート対称空間 楕円型軌道

エルミート対称空間

図 1.7

2. 実簡約リー群のユニタリ表現

実簡約リー群の既約ユニタリ表現の分類はまだ未解決であるが, いくつかの主要なクラスについ

ては統一的に理解されてきている. 表現論的観点からは, 小さな群の表現から大きな群の表現への

函手 (既約性とユニタリ性は,ほぼ保たれる)を縦糸とし, 縦糸の下端 (標語的に言えば “小さな群の

小さなユニタリ表現”) を特に理解しようという Vogan の戦略 ([104],[106])が見通し良く思われる.

縦糸にあたる函手としては, 一つは主系列の構成に使われた放物型誘導 が古くから知られ, もう一

つは Borel-Weil の定理を原点として 80年代に整備された Zuckermanの導来函手が知られている

([101], [104], [45], [113]). (ちなみに, 横糸にあたる函手である translation functor ([120]) に “適合”

した横糸間の移動は表現の coherent continuation と呼ばれる. ) この節では, “縦糸”として後者

の Zuckerman の導来函手を, “縦糸の下端”である小さな表現として一次元表現を, それぞれ用いた

ときに得られる標準的なユニタリ表現の族を解説する. なおここでは, 元来の Zuckerman の代数的

構成のモデルであった幾何的構成法 (最近, 正当化された)を Schmid, Wong [117] に従って紹介する.

この構成は§1 で説明した楕円型軌道上の複素構造の幾何的量子化として得られた表現と言える.

具体的構成に入る前に, もっと一般の枠組みと, その逆に, 極めて特別な例とを, 順に眺めておく.

まず, 一般のリー群の表現に関する orbitmethod の考え方とのつながりを述べる. リー群 G の

随伴表現 Ad: G → GL(g) の双対表現 Ad∗ : G → GL(g∗) は一般にユニタリでない有限次元表現で

あるが, G の既約ユニタリ表現 (一般に無限次元)の同値類 Ĝ との間に驚くべき密接な関係がしばし
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ば起こる. 余随伴軌道の空間 g∗/G を, g∗ における同値関係 λ ∼ µ ⇔ ∃g ∈ G, Ad∗(g)λ = µ による

同値類として定義しよう. 例えば, G = Rn のときは g∗/G ≅ Rn であり, Ĝ ≅
√
−1Rn と自然なパ

ラメータの全単射対応がある. Rn の例をべき零リー群に拡張した次の Kirillov の定理は, 60年代以

降の Kirillov-Kostant による orbit method の契機となった ([58]).

定理 2.1 ([44]). G が連結,単連結べき零リー群ならば, g∗/G と Ĝ との間に自然な全単射がある.

定理 (2.1) は, もっと一般に G が可解群の exponential group というクラスに対しても成り立つ事

が知られている. 一方 G が可解リー群の対極である実簡約リー群の場合にも, 余随伴軌道 g∗/G (の

integral な部分集合)は Ĝ のかなりの近似を与えていると考えられている. 以下紹介するユニタリ表

現の族 Π(G,λ) は integral な楕円型軌道 Ad∗(G)λ との関係が直接つけられるので, それを強調した

記法で定式化する. この記法での定式化は, この節で取り上げる (既約)ユニタリ表現が Ĝ の中のど

ういう位置を占めるかについての雰囲気を概観しやすいという長所がある反面, パラメータが悪い場

合の特異なユニタリ表現の記述における細部の短所がある (問題 (2.10)参照).

次に, 極めて特別な例を考えよう. SU(2) の等質多様体である P1C 上の正則関数の空間O(P1C)

は, リュービルの定理により, 定数のみからなる. すなわち, O(P1C) を表現空間とする SU(2) の自

明な一次元表現が構成されたわけである. 一方, SL(2,R) の等質多様体である Poincaré 平面 H 上の

正則関数の空間 O(H) はもはや有限次元ではないが, SL(2,R) の表現としては殆ど既約である (実は

2 つの既約成分がある). また, O(H) の部分空間である Hardy 空間を考えることにより, SL(2,R)

のユニタリ表現が得られる. O(P1C) と O(H) (あるいは Hardy 空間) には一次元と無限次元とい

う見かけの違いはあるが, それぞれ, SU(2) と SL(2,R) の (ほぼ)既約な表現空間という点で同等の

役割を果たしている. さらに, 上記の設定を正則な直線束で考えれば, パラメータを持った表現の族

が構成される. これが, 以下で紹介する実簡約リー群の標準的なユニタリ表現の構成法の原型である

(H ⊂ P1C は, SL(2,R) の楕円軌道の Borel embedding とみなせる). ただし, 今の特別な例やコン

パクトリー群の Borel-Weil の定理とは異なり, 一般の場合では, 高次のコホモロジーまで考えなけれ

ば捕らえられない既約ユニタリ表現の系列が存在する. そこで, 以下の定義を考える:

G を実簡約リー群とする. リー環 g 上には Ad(G)-不変な非退化二次形式 B が存在するので,

g∗ と g は実線型同型 g∗ ∋ λ 7→ Xλ ∈ g (但し B(Xλ, Y ) = λ(Y ), ∀Y ∈ g) を通じて G が作用す

る空間として同一視できる. この同一視によって §2 の定義を g∗ 上に翻訳しよう.
√
−1λ ∈ g∗ が

楕円型であるとは X−
√
−1λ ∈ g が楕円型のときをいう. このとき §2 のやり方で X−

√
−1λ から定

義される部分群 L (⊂ G), 部分代数 q = lC + u (⊂ gC) をそれぞれ G(λ), q(λ) = gC(λ) + u(λ) と
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表記すると, 余随伴軌道 Ad∗(G)λ ≅ G/G(λ) には q(λ) によって G-不変な複素構造が定義される.

ρ(u) ∈
√
−1g(λ)∗ を 〈2ρ(u), Y 〉 := Trace(ad(Y )|u(λ)) (Y ∈ g(λ)) で定める. リー環の一次元表現

λ + ρ(u) : g(λ) → C が 指標 χλ+ρ(u) : G(λ) → C× に持ち上がるとき,
√
−1λ ∈ g∗, あるいは 対応す

る楕円型軌道 Ad∗(G)λ が integral であるという. 以下, 指標 χλ+ρ(u) は Cλ+ρ(u) と略記すること

にする. G(λ) の指標 Cλ+ρ(u) に同伴した G/G(λ) 上の G-共変な正則直線束 G ×
G(λ)

Cλ+ρ(u) に係数

を持つ j 次 Dolbeault コホモロジー Hj

∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) は G-加群となる. この加群は G/G(λ)

がコンパクトなら小平-Serre の定理より有限次元となるが, G/G(λ) が非コンパクトなら一般に無限

次元となる. 特に, Dolbeault 複体における ∂̄ 作用素の像が適当な函数空間の位相で閉集合かどうか

(コホモロジーの空間が商位相で Hausdorff かどうか) という解析的な困難が現れる. さて, 補題 (1.3)

で述べたように G/G(λ) はファイバー束 p/g(λ) ∩ p → G/G(λ) → K/G(λ) ∩ K の構造を持ち,

(i) ファイバーが一点となる⇔複素多様体 G/G(λ) が コンパクト多様体

(ii) 底空間が一点となる⇔複素多様体 G/G(λ) が Stein 多様体

がわかる. これらの両極端の場合では上述の解析的な困難は現れず, 得られた G の表現は, (i)では

Borel-Weil の定理によるコンパクトリー群の有限次元表現の構成に対応し, (ii)では Harish-Chandra

による正則離散系列表現の構成 (例 (2.7);コホモロジーは j = 0 次に現れることに注意)に対応する.

(i), (ii)の両極端の場合をモデルとして, 一般の場合の解析的な正当化, および, 得られた表現の代数

的性質の研究が多くの人によって試みられた. G(λ) がコンパクトという仮定の下では Schmid によ

る (群の)離散系列表現 (定義は §3 に一般の設定で述べる) の幾何的構成 (例 2.8) として 70年前後

に進展があり, 90年代に入って Wong が G(λ) が非コンパクトである一般の場合を最終的に示した.

定理 2.2 ([13],[93],[94],[29],[101],[117]). G を実簡約リー群, G/G(λ) ≅ Ad∗(G)λ ⊂
√
−1g∗ を

integral な 楕円型軌道とする. 旗多様体 K/G(λ) ∩ K の複素次元を S で表す.

(1) C∞ 係数の Dolbeault 複体によるコホモロジー空間 Hj

∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) は, 自然な商位

相で Fréchet 空間となり, この空間を表現空間として G の連続表現が定義される.

(2) j ̸= S のとき Hj

∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) = 0.

(3) HS
∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) の Harish-Chandra 加群はRS

q(λ)(Cλ) と (g,K)-加群として同型.

(4) HS
∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u))|K ≅

∑
j,m(−1)S−jHj

∂̄
(K/G(λ) ∩ K,Sm(u(λ)/u(λ) ∩ k) ⊗ Cλ+ρ(u)).

定理 (2.2) で使われている表現論のいくつかの用語を簡単に説明しよう. (ρ, V ) がリー群 G の

(連続)表現 であるとは, V が C 上の完備な局所凸線型位相空間であり, ρ は準同型写像 ρ : G →
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GL(V ) であって G × V → V, (g,X) 7→ ρ(g)X が連続であるときをいう. リー群とリー環の対応関

係から類推されるのは, リー群の (連続)表現と, その “微分表現 dρ : g → End(V )” との密接な関係

であるが,

(i) dimV = ∞ のとき “微分表現” が定義されるか？

(ii) 微分表現が抽象的に定義されたとき, それがリー群の表現に持ち上がるか？

という点が問題となる. G が実簡約リー群の場合には, G の極大コンパクト部分群 K の表現に着

目することによって, この 2つの問題は同時に解決される ([26]). すなわち, G の (連続)表現 (ρ, V )

が与えられたとき, K の表現とみなして既約分解し, 既約成分の代数的直和として表される部分空

間を VK とおく. VK は V の稠密な部分空間であり, VK 上では ρ の微分 dρ : g → End(VK), およ

び ρ の K への制限 ρ|K : K → GL(VK) が定義される. こうして得られた (g,K)-加群 VK を V の

Harish-Chandra加群 という. V の稠密な部分空間 VK で微分が定義できる典型例として, 序で

述べた G = K = S1, V = L2(S1) の場合をみよう. この場合の VK の元は, フーリエ級数の有限

和として書ける S1 上の関数である. 従って, VK の元は, 通常の意味で微分可能であり, この微分は

L2(S1) での Fréchet 微分にもなっているのである. 逆に, 抽象的に定義された (g,K)-加群は, ある

条件 (通常 admissible と言われる条件で, §6 の用語では K-admissible となる; 例 (6.4)(1) でみるよ

うに緩やかな条件である) を満たしているならば, 適当な位相による完備化をとって, G の (連続)表

現に持ち上げることができる. これを (g,K)-加群の globalization と呼ぶ. これらの対応によって,

実簡約リー群 G の admissible な (連続)表現の本質的な情報 (例えば, 組成列やユニタリ化可能性)

は, (g,K)-加群にそのまま移行されることが知られている. 後者の (g,K)-加群の研究は純粋に代数

的な手法で行えることに注意しよう. なお, (g,K)-加群の globalization は一意的ではないが, その “

最大”なものの一意的存在は知られており, maximal globalization と呼ばれる ([95]).

定理 (2.2)(3) における Rj
q (j ∈ N) は, Zuckermanの導来函手として知られる (g,K)-加群の

純代数的な構成法で, (l, L ∩ K)-加群 (厳密には, メタプレクティック (l, (L ∩ K)∼)-加群) のカテゴ

リーから (g,K)-加群のカテゴリーへの共変函手である ([101], [104], [45], [113]). この函手は, ごく

大雑把に言えば, シンプレクティック構造を持つ半単純軌道 G/L (図 1.7) 上に放物型部分代数 q に

よって偏極を定義し, “幾何的量子化”として, 部分群 L の表現を G の表現へ (Harish-Chandra 加群

のレベルで)誘導する函手である. 特に, q が実偏極を与える場合, すなわち q に対応する GC の放

物型部分群 Q の実形が G の中に存在する場合は, 通常の放物型誘導表現に対応し, その対極である

虚の偏極 (上記の設定)では Dolbeault コホモロジーの代数的類似物となっている. また, (1)と (3)
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を強めた形として, Hj

∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) が RS

q(λ)(Cλ) の maximal globalization である事も知ら

れている (Wong [117], 柏原-Schmid). (4)における Sm は m 次斉次の対称テンソルを表し, 特に右

辺はコンパクトなリー群の Borel-Weil 定理から計算される. この公式は Blattner 予想 (公式)の一

般化とみなせ, Zuckerman 導来函手加群や D-加群による証明も知られている.

次の定理で述べる Vogan, Wallach による Zuckerman 予想 の解決は 80年代のユニタリ表現論

の重要な進展の一つである:

定理 2.3 ([102],[111]). λ ∈
√
−1g∗ を integral かつ楕円型, q = q(λ) を θ-stable な放物型部分代

数とすると, (g,K)-加群 RS
q (Cλ) には g の作用が歪対称となるエルミート内積が存在する.

定理 (2.2) と 定理 (2.3) により,
√
−1λ ∈ g∗ が integral かつ楕円型ならば G のユニタリ表現

Π(G, λ) であって, Harish-Chandra 加群のレベルでは HS
∂̄
(G/L,Cλ+ρ(u)) と同型なものが存在する.

λ を Ad∗(g)λ にとりかえても, ユニタリ表現 Π(G,Ad∗(g)λ) と Π(G,λ) とは内部同型でユニタリ同

値となるので,

(2.4) {integralな楕円型軌道 } −→ {G のユニタリ表現の同値類 }, Ad∗(G)λ 7→ Π(G,λ)

という構成が得られた. パラメータ λ が十分 regular ならば, Π(G,λ) は既約ユニタリ表現となる.

なお,「大部分の Π(G,λ) は Ĝ の Fell 位相において孤立している」という定理が最近 Vogan によっ

て示された ([107]). 以下の例で, Π(G,λ) の形で, どのようなユニタリ表現を表せるのかを見よう.

例 2.5. 例 (1.6) で定義した不定値複素射影空間 Pp−1,qC = U(p, q)/U(1) × U(p − 1, q) を考えよ

う. Pp−1,qC は複素射影空間 Pp−1C 上の正則ベクトル束Cq → Pp−1,qC → Pp−1C の構造を持ち,

特に, 底空間の複素次元は p − 1 である. Pp−1,qC の標準直線束を Ω とおく. Hp−1

∂̄
(Pp−1,qC,Ω⊗n)

(n ∈ N+) は U(p, q) の既約 Fréchet 表現で, そのユニタリ化は Π(U(p, q), (2n − 1)h) と同型となる.

ここで, h ∈
√
−1g∗ は Eij ∈ gC ≅ gl(n,C) を行列要素とするとき, 〈h,Eij〉 = δij (nδ1j − 1) で定

義される楕円型の元である. Π(U(p, q), (2n − 1)h) は, q = 0 ならば U(p) の多項式表現 Sn(Cp) を

Borel-Weil-Bott の定理で構成したものであり, p = 1 ならば U(1, q) の正則離散系列表現 (例 (2.7)),

p > 1, q > 0 ならば U(p, q) の緩増加でないユニタリ表現 (定義は [113] 参照)である. なお, この節

の最初に極めて特別な例として述べたものは, (p, q) = (2, 0), (1, 1), n = 0 に対応する.

以下の 例 (2.6) ∼ (2.9) では G を一般の実簡約 (線型)リー群とする.

例 2.6 (局所対称空間の de Rham コホモロジーへの寄与). θ-stable な放物型部分代数 q = lC + u

が定める複素多様体 G/L の標準直線束を Ω と表すと, HS
∂̄
(G/L, Ω) は G の既約 Fréchet 表現で, そ
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のユニタリ化は Π(G, ρ(u)) にユニタリ同値である. この表現の Harish-Chandra 加群は, 通常 Aq と

書かれる表現と (g,K)-加群として同型で, Vogan-Zuckerman の結果により 0 でない (g,K)-コホモ

ロジーを持つ ([109]). さらに 松島-村上の定理 ([12], [71])を用いれば, コンパクト局所リーマン対称

空間の de Rham コホモロジーに寄与するユニタリ表現は,

{Π(G, ρ(u)) : q = lC + u は gC の θ-stable な放物型部分代数 }

で尽くされることがわかる. 例えば, G = SL(2,R) では, g の θ-stable な放物型部分代数の Ad(G)

に関する共役類は 3つあり, 対応する 3種類のユニタリ表現 (自明な一次元表現, 正則離散系列, 反正

則離散系列)が閉リーマン面の de Rham コホモロジーに寄与する.

例 2.7 (正則離散系列, [26]). λ ∈
√
−1g∗ が integral な楕円型であり, G(λ) が G の極大コンパク

ト部分群であると仮定する. このとき G/G(λ) は非コンパクトなエルミート対称空間 (特に Stein 多

様体) となり, Dolbeault コホモロジーは S = 0 次すなわち正則な大域切片の空間だけに現れる. λ

が十分 regular ならば H0(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) の K-有限ベクトルは L2-切片に属し, 完備化したユニ

タリ表現 Π(G,λ) は G の正則離散表現と呼ばれる.

例 2.8 (Harish-Chandra による群の離散系列, Langlands 予想, [27], [93], [94], [34], [77]). G を実簡

約リー群とする. Disc(G) = {Π(G,λ) : λ は integral, 楕円型, G(λ) はコンパクトトーラス }. この

ような λ が存在するための必要十分条件は rankG = rankK である. さらに, L2-コホモロジー空間

で同様の幾何的構成をすることもできる (Langlands 予想).

例 2.9 (対称空間の離散系列, [69], [21], [105]). 半単純対称空間 G/H の任意の離散系列表現 π は

G(λ)/G(λ) ∩ H がコンパクトトーラスとなる楕円型の元 λ ∈
√
−1(k/h ∩ k)∗ (⊂

√
−1k∗) によって

π = Π(G, λ) と表される. (このような λ の存在条件は rankG/H = rankK/H ∩ K である. )

Ĝ の中での包含関係では, 例 (2.7) ⊂ 例 (2.8) ⊂ 例 (2.9) である. §4 では 例 (2.9)を含む枠組みで

これらの離散系列の構成を Flensted-Jensen の手法 ([20])を土台として行う. この節の最後に ユニ

タリ表現 Π(G,λ) に関する未解決問題を述べよう.

問題 2.10. (1) HS
∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) ̸= 0 となる λ の条件を求めよ.

(2) HS
∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) はいつ既約になるか？またいつ互いに同値でない表現を与えるか?

(3) HS
∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) の Harish-Chandra 加群に具体的に内積を構成せよ.

パラメータ λ が十分 regular ならば HS
∂̄
(G/G(λ),Cλ+ρ(u)) は 0 でない既約加群で, 互いに同値

にもならないので, 問題 (2.10)(1),(2) はパラメータが特異な場合 (ユニタリ表現の分類問題で現在重
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要と考えられている部分) を対象としている. 問題 (2.10)(2) は D-加群の理論が強力であるが, 決定

的な解答は知られていない. 問題 (2.10)(1) は対称空間やその上のベクトル束に実現される離散系列

(§4) の分類にも直接関係し, Vogan, 大島, 松木, 筆者等によって次の手法が開発されている ([100],

[101], [48], [68], [70], [105], [51]4 ,5章)が, 一般の場合にはまだ決定的な答が知られていない.

1. Jantzen-Duflo の τ 不変量 と wall crossing (Vogan の Uα calculus),

2. 球函数の漸近挙動の leading exponent の具体的な記述と translation principle,

3. 特異パラメータ間の coherent continuation の組み合わせ論的公理化,

4. Blattner 公式の具体的な計算方法.

3. リーマン等質多様体上の非可換調和解析

G/H を簡約型等質多様体とすると, G-不変な擬リーマン計量 (§1)から定義される G/H の体積

要素 dx も G-不変である. 従って dx に関する G/H 上の二乗可積分函数のつくる Hilbert 空間を

L2(G/H) と表すと, G×L2(G/H) ∋ (g, f(x)) 7→ f(g−1x) ∈ L2(G/H) は L2(G/H) を表現空間とす

る G のユニタリ表現となる. この表現を G の G/H における (準)正則表現という. 準正則表現は一

般に Gの既約表現が無限個まざった表現である. L2(G/H)の閉部分空間に実現される Gの既約ユニ

タリ表現を G/H の離散系列表現と呼び, その元全体を Disc(G/H) ⊂ Ĝ と書く. 同様にH のユニ

タリ表現 (τ, Vτ )に同伴したベクトル束G×
H

Vτ の L2-切片のつくる Hilbert空間 L2(G/H, Vτ )や, ベ

クトル束値の離散系列 Disc(G/H, τ) ⊂ Ĝ が定義される. 等質多様体 G/H 上の L2-調和解析の基本

問題である「G/H の Plancherel型定理」とは準正則表現 L2(G/H)を G の既約表現に分解する公

式を与えることであり, 半単純対称空間 (群多様体を含む)の場合には Peter-Weyl, Gelfand-Naimark,

Harish-Chandra, Helgason,大島等によって解かれている ([84], [24], [27], [33], [82]). この Plancherel

型定理において離散系列の決定は特に重要な役割を果たしている.

手始めに H がコンパクトな部分群である場合を考えよう. このとき, G/H には Bθ (§1) により

G-不変リーマン計量が入る. また L2(G/H) ⊂ L2(G) であるので, 原理的には,

L2(G/H) の Plancherel 定理 = L2(G) の Plancherel 定理 + 有限次元表現の具体的計算

として解ける. すなわち, H を含む G の極大コンパクト部分群を K とすると, 誘導表現に関する階

段定理より, L2(G/H) ≅
⊕

τ∈Disc(K/H) L2(G/K, τ) となるので, L2(G/H) の既約分解における離散

スペクトラムは, Disc(G/H) =
⋃

τ∈Disc(K/H) Disc(G/K, τ) (⊂ Disc(G)) で与えられる. 一方, 群多様

体上の Plancherel 定理 ([27]) の台である緩増加表現 (例えば [113] 参照)の構造を見ると, L2(G/H)

の連続スペクトラムは, 小さな群 (Levi部分群)に対する同じ問題を考えたときの離散スペクトラムか
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ら決定されることがわかる. 結局, L2(G) の Plancherel 定理 (既知) から L2(G/H) の Plancherel 定

理を計算するためには, Disc(K/H) と Disc(G/K, τ) の決定方法がわかればよい. Frobenius の相互

律より, Disc(K/H) は有限次元表現にかかわる具体的な計算で決定され, Disc(G/K, τ) も Blattner

の公式 (定理 (2.2)(4)) と Kostant の Borel-Weil 定理 ([57]) によりやはり有限次元表現に関連する計

算に帰着される (但し,計算の実行は一般に簡単ではない). ここでは, Disc(G/K, τ) (⊂ Disc(G)) に

関して知られている定性的性質のみを述べよう:

定理 3.1. K は実簡約型リー群 G の極大コンパクト部分群, (τ, Vτ ) は K の有限次元表現とする.

(1) Disc(G/K, τ) は高々有限集合である. さらに
⋃

τ∈ bK Disc(G/K, τ) = Disc(G) が成り立つ.

(2) dimVτ = 1 ならば, Disc(G/K, τ) の元は G の (反)正則離散系列表現である.

(3) τ が K の自明な一次元表現ならば, Disc(G/K, τ) = ∅.

ユニタリ表現に関する Diracの不等式 (ラプラシアンのある種の非負性に相当する; Parthasarathy

[12],[83])を使うと, (1)における Disc(G/K, τ) の個数は定量的に評価できる. (3)は定理 (2.2)(4)よ

り従う (次節で別の証明に触れる). dimVτ > 1 ((1)の一般の場合), dimVτ = 1 ((2)の場合, [97]),

τ = 1 ((3)の場合) と条件を厳しくするにつれて, L2(G/K, τ) に実現可能な離散系列が急激に減少

することに注意しよう. なお, dimVτ = 1 ならば Disc(G/K, τ) の元も (反)正則離散系列も主系列へ

の埋め込みが一種類しかないという共通の性質に視点をおいて (2)を解釈することもできる.

例 3.2. G = Sp(1, n) ⊃ K = Sp(1) × Sp(n) ⊃ T = (S1)n+1 とし, ルート系が ∆(kC, tC) =

{±fi ± fj , 2fl : 2 ≤ i < j ≤ n + 1, 1 ≤ l ≤ n + 1} と表されるように
√
−1t∗ の基底 {f1, . . . , fn+1}

を選ぶ. Sp(1) ≅ SU(2) の l + 1 次元既約表現の K への自明な拡張を σl ∈ K̂ (l ∈ N) と表すと

Disc(G/K, σl) = {Π(G,λ1f1 + λ2f2) : (λ1, λ2) ∈ Z2, λ1 > λ2 ≥ n, λ1 + λ2 = l + 1}.

さて, 多様体上の大域解析というテーマから見ると, 等質多様体上の調和解析は非常に特殊な場合

を扱っているに過ぎないが, 後者は表現論を用いて結果を鮮明に表せるため前者のモデルとしての役

割を果たすことがある. 例えば定理 (3.1)(1),(3) は,「非コンパクトリーマン対称空間のラプラシアン

は点スペクトラムを持たないが, 同伴ベクトル束の切片 (例えば微分形式の空間) に作用するラプラ

シアンは有限個の点スペクトラムを持ちうる」という良く知られた結果に翻訳される (R-rank G > 1

のときは若干の表現論の議論が必要). また「コンパクトなリーマン多様体の普遍被覆多様体 M が

非コンパクトであるという仮定の下で, ラプラシアン ∆M が点スペクトラムを持つことがあるか?」

という問題が砂田氏の一連の研究の中で提起されていた ([76]). ここでは例 (3.2)を翻訳してこのよ
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うな普遍被覆多様体の例を与えよう ([56]). G/H を簡約型等質多様体とする. H がコンパクトなら

ば, Borel, Harish-Chandra, Mostow-玉河 ([11], [75]) によって, G/H に固有不連続かつ自由に作用

する G の離散部分群 Γ であって, Γ\G/H がコンパクト多様体となるものが存在する事が知られて

いる.∗3) 従って, Bθ (§1 参照)を用いてリーマン計量を入れた多様体 G/H は, コンパクトなリーマン

多様体の被覆多様体の例になる. 例 (3.2)の場合を翻訳すると:

例 3.3. 多様体 S2 × R4 を Sp(1, 1)/T × Sp(1) と同一視し (Killing 形式 B を捻った Bθ で) リー

マン計量を定義すると, 非コンパクトリーマン多様体 S2 × R4 のラプラシアンの連続スペクトラム

は [16 ,∞) であり, 点スペクトラムは { 1
12 (n2 + 4mn + m2 + 3) : n > m > 0, n,m ∈ N} である.

4. 対称空間上のベクトル束値の離散系列

前節で述べた群多様体の離散系列 (Harish-Chandra) の一般化として Flensted-Jensen, 大島-松木

は対称空間の離散系列を構成し, さらにその拡張として Schlichtkrull, 筆者は対称空間上の (有限次

元)ベクトル束に値を持つ離散系列を構成した ([20], [69], [21], [79], [91],[48],[51]) (図 4.1).

[群多様体] [対称空間] [対称空間上のベクトル束]

大島-松木の離散系列 ⊂ ⋆

∪ ∪

Harish-Chandra の離散系列 ⊂ Flensted-Jensen 型 ⊂ Schlichtkrull 型

図 4.1

この節では [51] 0章に基づいて, ⋆ における離散系列の構成の概要を述べる. 最初に, τ が実簡約リー

群 H の有限次元ユニタリ表現ならば, H は局所的な直積分解 H ≈ H1 × H2 を持ち, H1 はコンパ

クト群とアーベル群 Rd の直積, τ は H2 上自明な表現となることに注意しよう. 特に, H1 がコンパ

クトかつ H2 = 1 ならば前節で扱った場合であり, H1 = Rd の場合は次の節で特別に扱う. この節で

はH = H1 ×H2 (H1 はコンパクト), rankG/H = rankK/H ∩K を仮定する. 古典型リー群の等質

多様体として表示される次の不定値 Stiefel 多様体はこの設定の典型例である.

例 4.2. G/H2 = U(p, q;F)/U(p − m, q;F), F = R,C,H, p ≥ 2m, H1 = U(m;F)

上の設定の下では, 簡約型等質多様体 G/H2 は G-共変な H1-主束 H1 → G/H2 → G/H の構造

を持つ. H1 がコンパクトであることから §3 と同様に G のユニタリ表現の間の包含関係

L2(G/H) = L2(G/H;1) ↪→ L2(G/H2) ≅
⊕

τ∈cH1

dim τ · L2(G/H1 × H2; τ £ 1),
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を得る. この節での主舞台は (非対称)簡約型等質多様体 G/H2 であり, 目標は Disc(G/H2) の元の

構成である. Disc(G/H2) は対称空間の離散系列 Disc(G/H) = Disc(G/H,1) を部分集合として含

んでいることに注意しよう. なお, τ ∈ Ĥ1 の特定は H1-主束としての構造を見る事に対応するが,

ここでは省略する. さて, H ⊂ G ⊃ K の複素化 HC ⊂ GC ⊃ KC の別の実形 Hr ⊂ Gr ⊃ Kr を

Hr が Gr の極大コンパクト部分群になるように選ぶ. Gr/Hr は G/H のリーマン双対と言われる

(例 (5.2)). H が直積分解 H = H1 × H2 を持てば, Hr も同様の直積分解 Hr = Hr
1 × Hr

2 を持つ.

P r = MrArNr を Gr の極小放物型部分群, ρ ∈ (ar)∗ は nr のルートの和の半分とする. (δ, V ) ∈ M̂r,

ν ∈ Âr に対して F = A (実解析函数の層) あるいは B (佐藤の超函数の層) に値を持つ主系列表現を

F(Gr/P r; δ ⊗ ν) := {F ∈ F(Gr;V ) : F (gman) = δ(m)−1a−ν−ρF (g) (man ∈ MrArNr)} と書くと

Ψ: B(Gr/P r; δ∗ ⊗ (−ν)) ×A(Gr/P r; δ ⊗ ν) ∋ (F, v) 7→
∫

Kr

〈F (k), v(k)〉 dk ∈ C,

は非退化な Gr-不変双線型写像である. Hr
2 が自明に作用するベクトル v ∈ A(Gr/P r; δ ⊗ ν) をとり,

Pv(F )(g) := Ψ(F (g · ), v) = Ψ(F, g · v) と定義すると, Poisson 変換 の自然な一般化として Gr-写像

Pv : B(Gr/P r; δ∗ ⊗ (−ν)) → A(Gr/Hr
2 ),

が得られる. v が巡回的ならば Pv は単射である. Xj (1 ≤ j ≤ l) を Kr の Gr/P r における閉軌道

とし, Bj
Kr(δ ⊗ ν) := {F ∈ B(Gr/P r; δ ⊗ ν) : suppF ⊂ Xj , F は Kr-有限ベクトル } とおく.

定理 4.3 ([48], [51]). 上の設定の下で, (a) A(Gr/P r; δ ⊗ ν) は Hr
2 が自明に働く巡回ベクトル v

を持ち, (b) 〈ν, α〉 > 0 (∀α ∈ Σ(nr, ar)) が満たされるならば, Pv

(
Bj

Kr(δ∗ ⊗ (−ν))
)

(1 ≤ j ≤ l) の

Flensted-Jensen 双対 (GC/H2C への解析接続)の L2-完備化は G/H2 の離散系列である.

H1 がコンパクトであるという仮定が効いて, 定理の証明の解析的な部分は [69] でなされた L2-評

価と本質的に同じである. 以下, 定理 (4.3) に関連する話題を述べる. まず特別な場合として,

例 4.4 ([20], [21], [69], [46]; 例 (2.8), 例 (2.9) 参照).

1) (群多様体の離散系列) G = G′ × G′, H = diag(G′), H1 = 1 の時, 定理 (4.3) により群多様体

G/H ≅ G′ の (Harish-Chandra の)離散系列表現のすべてを得る. これは, Langlands 予想 (例 (2.8))

における構成とは全く異なる Flensted-Jensen の構成で群多様体の離散系列を得た事に相当する.

2) (対称空間の離散系列) 大島-松木の離散系列の構成は H1 = 1 の場合に対応し, 対称空間のすべて

の離散系列が 定理 (4.3)の方法で得られる ([69]).

なお, H1 ̸= 1 の場合 G/H2 は非対称な等質多様体であるが, この場合には 上記の構成では得られ
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ない離散系列が現れる場合があり ([63], [54]), 一般には Disc(G/H2) の分類は未解決である. (H1 が

アーベル群ならば Disc(G/H2) の分類問題には [69] の手法が有効であると思われる. )

定理 (4.3) で得られる離散系列は パラメータによっては 0 となる事がある. 離散系列がどのパ

ラメータに対して 0 でないかを決定するためには Bj
Kr(δ∗ ⊗ (−ν)) ̸= 0 となる δ, ν の条件を求め

なければならないが, これは §2 の問題 (2.10) で述べた表現論の手法を用いて調べることができる

(Bj
Kr(δ∗ ⊗ (−ν)) は Zuckerman の導来函手加群と双対になる). さらに, 定理 (4.3) の仮定 (a) も表

現論の手法によって, δ と ν の具体的な不等式として表せる.

逆に, 等質多様体上の L2-調和解析から表現論への還元の例として, ユニタリ化の問題に触れよう.

一般的な方針として, アプリオリにはユニタリ内積の存在はわかっていない G の表現を, (定理 (4.3)

のように) 等質多様体の離散系列に実現することができれば, この表現は L2-内積によって 明らか

にユニタリ化可能である. この方針によって, 80 年代前半には対称空間の離散系列表現は新しい既

約ユニタリ表現の発見という副産物を生み, また Zuckerman 予想の肯定的証拠を与えた ([89],[1]).

Zuckerman 予想の解決された現在 (定理 (2.3))では対称空間の離散系列表現 (H1 = 1 の場合)は, ユ

ニタリ表現論の立場からは, 特定の楕円型軌道に付随するユニタリ表現という形でも解釈される (例

(2.9)). 他方, H1 ̸= 1 の場合, 定理 (4.3) で得られる離散系列表現は , Zuckerman 予想 (定理 (2.3))

の仮定を満たさない特異なパラメータを含む事がある. これを表現論への副産物として見れば, 「あ

る系列の Zuckerman 導来函手加群の中で Wallach set の存在を示した」と言える ([51] 2章). ここ

で, Wallach set とは, 自然な錐からはみ出ているにもかかわらずユニタリ化を与えるような特異パラ

メータの集合のことで, Wallach, Rossi, Vergne, Enright, Parthasarathy, Wolf などによって, 正則

離散系列 (例 (2.7))などの特別な表現の族 (例えば, 最高ウェイト表現) については, その存在が (別

の手法で)研究されていた ([110], [86], [18], [19]).

さて, リーマン対称空間では離散系列の存在に関してスカラー値とベクトル束値とでは目立った違

いがあった (§3). すなわち, 常に Disc(G/K) = ∅ である一方, Disc(G/K, τ) (τ ∈ K̂)は空集合とは限

らない. この違いは, 定理 (4.3) の仮定において, H1 = 1 ならば, δ = 1 であり (b) ⇒ (a) (Helgason,

Kostant [31], [59]) が成り立つが,∗4) H1 ̸= 1 では, 一般に (a) と (b) の条件は独立である事に反映さ

れる. 実際, 球函数の漸近挙動を見ることで, (b) ⇒ (a) を用いて定理 (3.1)(2)の別証明ができる.

図 (4.1) の下段の Flensted-Jensen 型, Schlichtkrull 型 は図 (4.1) の上段の部分集合として, 代数

的には「Blattner の公式 (定理 (2.2)(4)) の右辺で m = 0 次対称テンソルに付随する K-type が存在

する」(多くの場合 minimal K-type ([101]) になる)事で特徴づけられ, 解析的には「Bj
Kr (δ ⊗ ν) が
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測度クラスの超函数を含む」という性質で特徴づけられる. なお, スカラー値の場合に図 (4.1) の上

段と下段が一致していても, ベクトル束値の場合には上段と下段の差が大きく異なることがある.

5. パラエルミート型対称空間上の調和解析

前節では, 簡約型対称空間 G/H の固定部分群 H にコンパクト因子が存在する場合を論じたが,

この節では H に非コンパクトアーベル群因子がある場合を扱う.

偶数次元多様体M2n がパラ複素構造 (paracomplex structure)を持つとは, M の接バンドル TM

がファイバー次元の等しいWhitney 直和 T+M ⊕ T−M に分解され, T±M が完全積分可能なとき

を言う [64]. パラ複素構造を持つ M 上の擬リーマン計量 g がパラエルミート計量であるとは, M

の各点 x に対して T±
x M ⊂ TxM が g に関して極大全等方的部分空間であるときをいう. 半単純

対称空間 G/H がパラエルミート対称空間 となる必要十分条件は, 金行-香西によって, H が非コン

パクトな中心 C をもつという性質で与えられ ([39] 定理 3.7), この特徴づけにより半単純パラエル

ミート対称空間は分類される. G/H = SL(p + q,R)/S(GL(p,R) × GL(q,R)), Sp(n,R)/GL(n,R)

SO∗(4n)/SU∗(2n) ×R, などがその例である. さて, 群準同型 1 → C → H → H/C → 1 は split す

るので, C の指標 χ は H に自明に拡大される. この指標も同じ記号 χ で表すことにする.

定理 5.1. G/H を 半単純パラエルミート対称空間とする. 上の記法の下で次の条件は同値である.

(1) G/H の双対なリーマン対称空間は管状領域 (tube domain)型のエルミート対称空間である.

(2) H の任意のユニタリ表現 (τ, Vτ ) と C の任意のユニタリ指標 χ に対してG のユニタリ表現

としての同型 L2(G/H, τ ⊗ χ) ≅ L2(G/H, τ) が存在する.

例 5.2. パラエルミート対称空間G/H = GL(p + q,R)/GL(p,R)×GL(q,R) の双対なリーマン対

称空間は U(p, q)/U(p) × U(q) であるから定理の (1) の条件は p = q と同値となる.

証明について触れよう. (1) ⇒ (2) は H がコンパクト群と Rj の直積の場合に Lipsman, Martin

によって用いられたアイディア ([65], [67]) を拡張することによって得られる. ここでは, 表現論の専

門的な言葉を避けて, その代わりにパラエルミート構造という幾何的な言葉でそのアイディアを説明

しよう. 仮定より M = G/H はパラ複素構造 TM = T+M ⊕ T−M を持つ. 原点を通り T+M に

沿った極大積分多様体を W+ とする. G の M = G/H への作用において部分多様体 W+ を保つ元

からなる G の部分群を P+ と書くと, P+ は H を部分群として含みW+ ≅ P+/H ⊂ G/H ≅ M と

なる. H から G への誘導表現の途中段階としてまず積分多様体 W+ 上の Vτ 値関数の作る Hilbert

空間に P+ のユニタリ表現を実現する. 同様に τ ⊗ χ からも Vτ⊗χ ≅ Vτ 値関数の空間に P+ のユニ
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タリ表現を実現する. (1)の条件が満たされているならば等方線型表現 H → GL(ToW+) は正則な概

均質ベクトル空間となり ([87]), その相対不変式を用いて, この２つの P+ のユニタリ表現の間のユ

ニタリ同値写像を構成することができる. 逆に, (1) が成り立たなければ τ = 1 のとき対称空間の連

続主系列 ([79],[81],[5]) を比較することにより (2) が成り立たないことがわかる.

6. 表現の分岐則と離散系列への応用

この節の題材は主に [54] にある. 「H の自明な表現を G に誘導した表現 Ind(H ↑ G;1) ≅

L2(G/H) を G の既約表現に分解せよ」という問題が等質多様体 G/H 上の非可換調和解析の基本問

題であるとするならば, 誘導表現の Frobenius 双対である「G の既約表現を部分群 H に制限したと

きの H の既約表現に分解せよ」という問題 (表現の分岐則; 物理でいう “breaking symmetry”) もユ

ニタリ表現論の基本問題の一つである. H ⊂ G が実簡約リー群の場合両者の比較を模式的に表すと

L2(G/H) (H から G への誘導表現) G から H への制限

G がコンパクト Peter-Weyl, Cartan-Helgason の定理 有限次元表現の分岐則

G/H が群多様体 Harish-Chandra の Plancherel 定理 テンソル積の分解

G/H がリーマン対称空間 連続スペクトラムのみの分解 離散直和 (Blattner 予想等)

G/H が半単純対称空間 大島の Plancherel 定理 ?

特別な表現の制限を既約分解する過程に, 等質多様体上の L2-調和解析が現れることがある. 極端

な場合は, 両者が同値な問題になる. 次の２つの命題は, テンソル積の分解 (対称対 G×G ⊃ diag(G)

に関して, 表現の制限を既約分解すること)が, ある特別な対称空間上の直線束における非可換調和

解析と同等になる例である.

命題 6.1. 実単純リー群 G があるパラエルミート対称空間の自己同型群であると仮定する. このパ

ラエルミート対称空間は等質多様体 G/H と表される. G の部分群 P+, P− を §5 のように定義し,

χ1, χ2 を H の非コンパクト中心のユニタリ指標を H に拡大した表現とする. このとき, 退化主系

列のテンソル積 Ind(P+ ↑ G;χ1) ⊗ Ind(P− ↑ G;χ2) は L2(G/H,χ1 ⊗ χ2) に同型である.

命題 6.2 ([85]). 実単純リー群 G がある非コンパクトなエルミート対称空間の自己同型群である

と仮定する. このエルミート対称空間は等質多様体 G/K と表される. λj ∈
√
−1g∗ (j = 1, 2) を

integral な十分大きい楕円型の元で g(λj) = k を満たす元とする. q(λ1) ̸= q(λ2) ならば, 正則離散系

列と反正則離散系列のテンソル積 Π(G,λ1)⊗Π(G, λ2) は L2(G/K,Cλ1+λ2) にユニタリ同値である.
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前者の L2(G/H, χ1 ⊗ χ2) の Plancherel の定理は χ1 + χ2 = 0 または定理 (5.1)の条件が満たさ

れているならば大島の Plancherel 定理 (未発表; [79],[82])に帰着する. 後者の L2(G/K,Cλ+µ) の

Plancherel の定理は λ1 + λ2 = 0 の場合は Harish-Chandra, Helgason, Gangolli 等により 60年代

に解かれ ([33]), λ1, λ2 が一般の場合は示野, Heckman ([97], [30]) によって具体的に求められた (定

理 (3.1)(3)参照). この２つの例からもわかるように, ユニタリ表現 π ∈ Ĝ を G の部分群 G′ に制限

しての G′ の既約表現に具体的に分解することは π ∈ Ĝ と (G,G′) が非常に特別な組み合わせでも

多くの内容を含む. さらに一般には, π ∈ Ĝ が楕円型軌道に付随する G の既約ユニタリ表現であり,

(G,G′) が対称対であっても π|G′ の既約分解には多岐にわたる現象が混在する ([22], [54]). この観点

から, ユニタリ表現の分岐則を扱う場合には, 広すぎる設定ではなく, 良い枠組みを見つける事がま

ず重要であると考えられる. 代数的に分岐則を扱えるという利点を強調して, 次の定義を導入する.

定義 6.3 ([54]). G のユニタリ表現 π が G-admissible であるとは π が G の既約ユニタリ表現の

高々可算な直和に分解されその各々に現れる分解の重複度は有限である場合をいう.

例 6.4. 1) (Harish-Chandra) 実簡約リー群 G の任意の既約ユニタリ表現 π ∈ Ĝ を極大コンパク

ト部分群 K に制限したとき π|K は K-admissible [26].

2) (Gelfand, Piatecki-Šapiro) Γ が G の余コンパクト部分群ならば L2(G/Γ) は G-admissible [23].

3) (Martens) π ∈ Ĝ は正則離散系列, H ⊃ Z(K) ならば制限 π|H は H-admissible [66].

4) (Howe) π は G = S̃p の Weil 表現, (G,H) は dual reductive pair, H はコンパクト因子を持つ

ならば π|H は H-admissible [35].

上記の admissible という状況においては, 具体的な既約分解の公式は代数的に取り扱うことがで

きるという利点があり, 多くの研究がなされている ([29], [101], [66], [37], [38], [41], [1]). しかし, 例

(6.4) に挙げた設定では仮定になんらかのコンパクト的な性質が潜んでいた. すなわち, (1) では部分

群 G′ がコンパクト, (2) では等質多様体 G/Γ がコンパクト, (3),(4) では表現が (コンパクトリー群

の表現と同じように) 最高ウェイトを含むという性質∗5) である. この節の前半の主題は, コンパクト

的な性質が希薄な仮定の下でも admissible の状況が起こりうる事を発見することである.

(G,G′)を σ ∈ Aut(G)によって定義された簡約対称対とする. σ と可換な Gの Cartan involution

θ をとり, K = Gθ のリー環 k の部分空間を k± := {X ∈ k : σ(X) = ±X} で定義する. k− の極

大な可換部分代数 t− を含む k の Cartan 部分代数 を t とする. 制限ルート系 Σ(kC, t−C) の

正のルートの集合を決め, それに compatible になるようにルート系 ∆(kC, tC) の正のルートの集
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合 ∆+(kC, tC) を選ぶ. 任意の楕円型軌道 (⊂
√
−1g∗) は ∆+(kC, tC) に関する dominant Weyl

chamber と一点で交わり, その点を λ ∈
√
−1t∗ とする. q(λ) = lC + u(λ) とおき,

√
−1t∗ の閉錐を

C+(λ) :=
{ ∑

β∈∆(u(λ)∩p,t)

nβ β : nβ ≥ 0
}
と定義する.

定理 6.5 [54]. 上の設定の下で, C+(λ) ∩
√
−1 t−

∗ = {0} ならば, G のユニタリ表現 Π(G,λ) の制

限 Π(G,λ)|G′ は G′-admissible である.

また次の定理は, Π(G,λ) の非消滅に関する判定条件を問題 (2.10) の手法 (4), すなわち, K-type

の具体的公式によって決定する際の正当化に用いられた ([51] 4章)ものであるが, Gross-Prasad 予

想 [25] に関連した研究において特別な場合が最近 Gross-Wallach によって再発見された (未発表).

定理 6.6 ([51], [54]). 実簡約リー群 G の極大コンパクト部分群 K が K1 × K2 と (局所的に)直

積に分解されているとする. G の簡約部分群 G′ が K1 を含み, integral な楕円型軌道 Ad(G)λ が
√
−1k∗1 と交わるならば, G のユニタリ表現 Π(G,λ) の制限 Π(G,λ)|G′ は G′-admissible である.

この２つの定理の証明は Π(G,λ) の代数的性質 (定理 (2.2)) と K-type の評価から容易に行うこ

とができるが, 指標超関数の singularity spectrum ([43]) の評価による代数解析的方法でも説明でき

る. また, admissible の枠組みの中で分岐則の具体的な公式が様々な場合に実際に求められている

([50],[54],[55]). さて, G′ をリー群 G の部分群とする. 多様体 X に G が作用しており多様体 X ′ に

は G′ が作用しているという設定において, G′-共変写像 f : X ′ → X の表現論における対応物は函

数空間の引き戻し写像 f∗ : Γ(X) → Γ(X ′) であり, f∗ を通じて G の表現を部分群 G′ に制限する

という問題が自然に現れる. 特に, 楕円型軌道に付随したユニタリ表現 Π(G,λ) は局所リーマン対称

空間 (例 (2.6))や対称空間の離散系列 (例 (2.9), §4) と密接に結びついており, Π(G, λ) の部分群へ

制限する問題は, 自然な形で多くの応用につながると考えられる. ここでは, 最も簡単な応用のみ述

べる. 次の定理は, §3 の等質リーマン多様体のラプラシアンの点スペクトラム (例 (3.3)) と§4 の不

定値 Stiefel 多様体の離散系列 (例 (4.2), 定理 (4.3)) という一見異なる 2つの結果を表現の分岐則

(admissible) を通じて, 相互の関係を明らかにした結果 ([50], [99], [36])の抽象的な枠組みでもある.

定理 6.7 ([55]). G ⊃ H, G′,H ′ = H ∩ G′ は実簡約リー群, P ′ は G′ の極小放物型部分群とし,

dimG/H = dimG′/H ∩G′ かつ dimG′/H ′ = dimP ′/H ′ ∩P ′ が成り立てば, 重複度をこめた意味

で, 全単射
⋃

π∈Disc(G/H) Disc(π|G′) ≅ Disc(G′/H ′) が存在する.

上の定理の設定で, G/H の離散系列表現と その表現を G′ に制限したときの分岐則がわかれば,
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等質多様体 G′/H ′ の離散系列の構成と分類が得られる事に注意しよう. どのような簡約型等質多様

体に離散系列が存在するかという基本問題は対称空間を除いては, 従来, 殆ど知られていなかった. 定

理 (6.5), 定理 (6.6), 定理 (6.7) の組み合わせによって spherical と呼ばれる等質多様体のクラス∗6)

のさまざまな実形についてこの問題の解答を与えることができる ([54]).

例 6.8 (非対称型の簡約型等質多様体の離散系列). Disc(SU(2p − 1, 2q)/Sp(p − 1, q)) ̸= ∅ (∀p, q),

Disc(SO(2p − 1, 2q)/U(p − 1, q)) ̸= ∅ ⇔ pq ∈ 2Z, Disc(SO(4, 3)/G2(R)) ̸= ∅.

最後に一般の簡約型等質多様体上の離散系列に関する次の定性的な性質を述べよう. §4 や §6 で

得られた新しい離散系列はこの予想の傍証を与えている.

予想 6.9. G/H を簡約型等質多様体とする. Disc(G/H) ̸= ∅ ならばユニタリ同値でない無限個の離

散系列が存在するであろう.
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注 1) i) Langlands の行列要素の漸近挙動によるもの, ii)

Vogan の minimal K-type および Zuckerman の導来函手加
群を用いるもの, iii) Beilinson-Bernstein の旗多様体上の D-

加群を用いるものである ([62], [47], [101], [8]). なお, (ii)

を２つに分けて, 分類法が４種類あるとみなす考え方もある
([96]).

注 2) 実簡約リー群 G が GL(n,R), SU∗(2n), 古典型複

素リー群, あるいは実ランクの低い場合には Ĝ は分類され

ており, 一方 G = SO(p, q), SU(p, q), Sp(p, q), Sp(n,R),

SO∗(2n) (p, q, n は一般) などでは Ĝ の分類は未解決である

([4], [103], [6], [108] 及びその文献表参照).

注 3) H が非コンパクトのとき, G/H の不連続群がどの程

度豊富にあるか (例えば, Calabi-Markus 現象 [15], [116] や

一様格子の存在の判定条件) については, まだ多くが未解決問

題である. G/H が簡約型の場合には, 最近, 次のような進展

がある ([61], [112], [49], [52], [53], [9], [119]).

注 4) Poisson 変換の言葉に翻訳して maximal globalization

をとると, Helgason 予想 (定理)と同等になる ([31],[40],[96]).

注 5) G が非コンパクトな実簡約リー群では, 既約ユニタリ

表現は必ずしも最高ウェイトを持たない. なお, 最高ウェイト
を持つ既約ユニタリ表現は分類されている.
注 6) 対称空間よりやや広いクラスで, コンパクトな場合に

は分類されている ([60], [14]).
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