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概 要

不定値直交群 O(p + 1, q + 1) の極小表現を Rp+q 内の錐 C 上の二乗可積分関

数からなるヒルベルト空間 L2(C)に実現し、さらに、最小 K-typeの生成関数を
K-Bessel 関数を用いて具体的に与える。この結果は、メタプレクティック群の極
小表現であるWeil表現を Rn 上の二乗可積分関数からなるヒルベルト空間に実現

（シュレディンガーモデル）したとき、ガウス核が最小K-type（自明表現）の生成
関数であるという良く知られた結果の一般化になっている。不定値直交群の場合の

L2(C)における極小表現のモデルは、Ørstedと筆者が以前に [10]で構成した極小表
現の共形モデルのフーリエ変換として得られる。生成関数に関するフーリエ変換の

公式（定理A）を証明する際には、Appellの超幾何関数を援用する。
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0 はじめに

研究集会のテーマとして扱われている群 Sp(2,R) と SU(2, 2)は低次元の不定値直交

群と局所同型である：

Sp(2,R) ≈ O(3, 2),

SU(2, 2) ≈ O(4, 2).

そこでこの講演では、一般の不定値直交群 O(p + 1, q + 1)の ‘最も小さい’ユニタリ表

現1、すなわち極小表現2の具体的実現について紹介する。より正確にいうと、p+ qが 4

次上の偶数であり、p, q ≥ 1の場合にO(p+ 1, q + 1)の極小表現をまず ‘光錐’

C := {ζ ∈ Rp+q : ζ21 + · · ·+ ζ2p − ζ
2
p+1 − · · · − ζ

2
p+q = 0}

上のL2-関数全体のなすHilbert空間L2(C)に実現する。このとき、最小K-typeがC上

の ‘特殊関数’としてどのような形で表されるかがここでのテーマである。

上述の L2-空間上のモデルは表現空間およびその内積が簡明であるという利点をも

つ。たとえば、Weil表現の Schrödingerモデルは、L2(Rn) 上にメタプレクティック群

Sp(n,R)∼の極小表現3を実現したモデルである。群が不定値直交群O(p+ 1, q+ 1)の場

合には [2] の主張に反し、実際には p+ qが 4以上の偶数であるような任意の p, q (≥ 1)

に対して極小表現の L2-モデルが存在する（[12]）。

この場合をもう少しつぶさに見よう。以下、一般性を失うことなく、

p ≥ q ≥ 1と仮定する。このとき、O(p+ 1, q + 1)の極小表現は次の性質をもつ：

q = 1のとき · · · 最高ウェイト表現4。

p = qのとき · · · 球表現。

p > q > 1のとき · · · 最高ウェイト表現でも球表現でもない。

このようにパラメータ p, qを動かすことにより、さまざまなケースを同時に見渡せる。

この点でO(p+ 1, q + 1)の極小表現はテストケースとして好都合であると考えられる5。

1‘最も小さい’の１つの数学的意味は無限次元のユニタリ表現の中で Gelfand-Kirillov次元が最小値を
とるということで表される。

2包絡環における annihilatorが Joseph ideal であるような既約ユニタリ表現を極小表現とよぶ。
3正確には２つの最高ウェイト表現の直和に分解する。
4正確には最高ウェイト表現と最低ウェイト表現の直和になる。
5たとえば、q = 1で最高ウェイト表現に対して成り立つ結果が、最高ウェイト表現でない場合にどの

ように自然に拡張されるかが自ずと見えることがある。
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この講究録では上記の内容を以下の順に説明する

1© K-picture 3 F0

2©
xy座標変換 ψ

7−
→

3© N -picture 3 ψ̃∗F0

4©
xyフーリエ変換F

7−
→
4© N∗-picture 3 F ψ̃∗F0

ここで 1©, 2©, 3©, 4© はそれぞれ第 1節、第 2節、第 3節、第 4節で説明する。K-picture

とN -pictureでは退化主系列表現における部分表現として極小表現を実現6する。また、

N∗-pictureではヒルベルト空間 L2(C)に極小表現を実現7する（系C）。

F0は最小K-typeに属する関数であり、第 1節で定義するように実質上は Jacobi多項

式（従ってGaussの超幾何関数の特殊値）で表される。このとき、N∗-picture、つまり

L2(C)においてこの関数の対応物を求めたい。すなわち、ここでの目標は以下の通りで

ある。

目標. F ψ̃∗F0を具体的に求めよ。

この答はK-Bessel関数を用いて定理A（第 4節）で与えられる。F ψ̃∗F0がL2(C)の

元を定めることはアプリオリには自明ではないが、具体的な公式（定理A）からは直ち

に従う。

それぞれの実現でHilbert空間の内積や群の作用がどのくらい明示的に表されるかに

ついて記号的に表してみよう。以下の表では}は定義からただちに明示的に表せること

を表す。

内積 Kの作用 各K-typeに属する関数

K-picture 48 } }

N -picture 49 © ©

N∗-picture } 410 4

6この実現は Howe-Tan [3] で implicitに扱われている他、Kostant [13], Binegar-Zierau [1] などいく
つかの論文で扱われている。また小林-Ørsted [10] は共形幾何の立場からこの部分表現に幾何的な意味づ
けを与えた。

7[7] では、Weil表現の場合にちなんで「極小表現の Schrödingerモデル」とよんだ。
8K-type に分解し、各既約成分に explicit な weight を与えるという形で内積が知られている。証明

は g = k + p を Cartan 分解とし、p の K-type への作用を調べる手法（Howe-Tan [3], Kostant [13],
Binegar-Zierau [1]）や intertwining operatorのスペクトル分解を用いる手法（小林-Ørsted [10, 11]）が
ある。

9 ウルトラ双曲型微分方程式の保存量を Cauchy dataから記述するというアイディアと佐藤超関数の
アイディアを用いることによって内積を intrinsicな形で記述することができる [5, 6, 12]。

10リー環 kは C 上のベクトル場として作用するとは限らず、一般には２階の偏微分作用素として作用す

る。
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定理Aは表の右下の4に関する明示的な公式を与えるものである。

記号：以下では特に断らない限り

p ≥ q ≥ 1, p+ qは偶数 > 2

と仮定し、

G = O(p+ 1, q + 1)

K = O(p+ 1)×O(q + 1)

pmax :リー環 g = o(p + 1, q + 1)の極大放物型部分代数で、o(1, 1)⊕ o(p, q)

を Levi部分代数とするもの

Pmax : pmaxに対応するGの極大放物型部分群

とする。

1 極小表現のK-picture

前述の PmaxはGの部分群の中で（G自身を除いて）最大次元のものであり、従って

その等質空間G/PmaxはGの等質空間として最小次元のものである。従ってその上の関

数空間（あるいはベクトル束の切断の空間）に実現されたGの退化系列表現11はGの無

限次元表現の中でもGelfand-Kirillov次元がかなり小さいものになる。その部分表現は

さらに ‘小さい’ 表現になりうる。このようにして得られた部分表現のうち、ユニタリ化

可能なものが実際Gの極小表現になっている。この部分表現を説明するのがこの節の目

標である。第 1節から第 3節までは小林-Ørstedの第１論文 [10]の特別な場合を紹介す

る。大まかな流れはWinter Schoolでの講義録 [5]も参照されたい。

以下ではG/Pmaxのかわりに、その二重被覆

M := Sp × Sq

上の関数を考えよう。直積多様体M = Sp × Sqに第 2成分は−1倍することによって符

号 (p, q) の擬リーマン計量 gSp − gSq を入れる。このとき

M のラプラシアン ∆M = ∆Sp −∆Sq

M の山辺作用素 ∆̃M := ∆Sp −∆Sq − (
p− 2

2
)2 + (

q − 2

2
)2

となり、Gの極小表現は以下の部分空間 Sol(∆̃M)上に実現できる。

C∞(M) ⊃ {F ∈ C∞(M) : ∆̃MF ≡ 0} =: Sol(∆̃M)

11これは例えば Howe-Tanが [3] で組成列を研究した退化系列表現に他ならない。
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このGの Sol(∆̃M)上の表現は既約であり、適当な内積によって完備化するとユニタリ

表現を得る。

さらに山辺作用素を

∆̃M = ∆Sp − (∆Sq +
p− q

2
(
p− q

2
+ q − 2))

と書き改めてみると、Sol(∆̃M)の部分空間

{F ∈ C∞(M) : ∆SpF = (∆Sq +
p− q

2
(
p− q

2
+ q − 2))F = 0}

にはGの部分群K = O(p+ 1)×O(q+ 1) が既約表現 1£H
p−q
2 (Rq+1) として作用する。

これが極小表現Sol(∆̃M)の最小K-typeになる。ここでHl(Rq+1)は l次の球面調和関数

の空間を表す。

さらに、M = Sp×Sq ⊂ Rp+q+2 の標準座標 (u0, . . . , up, up+1, . . . , up+q+1) を用いてM

上の関数 F0を

F0(u0, · · · , up, up+1, · · · , up+q+1) := 2F1(
q − p

4
,
p+ q − 2

4
,
q

2
; 1− u2p+q+1)

で定義する。ここで 2F1はGaussの超幾何関数を表す。F0は極小表現 Sol(∆̃M)の最小

K-typeに属する関数であり、そのK-span12、G-spanはそれぞれ、極小K-typeの表現

空間、極小表現Sol(∆̃M)のG-不変な稠密な部分空間となる。F0を ‘生成元’ とよぶこと

にしよう。第 1節の結果をまとめると、

G Sol(∆̃M) Gの極小表現

∪ ∪

K 1£H
p−q
2 (Rq+1) 極小K-type

∈

F0 ‘生成関数’

2 K-picture ←→ N-picture

ここでは幾何的な観点（共形幾何）をまじえながら、K-pictureとN -pictureの間の

intertwining operator ψ̃∗ を説明しよう。

ψ : Rp+q → Sp × Sq

∈ ∈

(x, y) 7→
1

τ(x, y)
(1−

|x|2 − |y|2

4
, x; y, 1 +

|x|2 − |y|2

4
)

12K の作用で閉じている最小の複素線型空間
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但し、τ(x, y)はRp+q上の正値の関数で、以下で定義される。

τ(x, y) = ((1−
|x|2 − |y|2

4
)2 + |x|2)

1
2

= (|y|2 + (1 +
|x|2 − |y|2

4
)2)

1
2

= (1 + (
|x|2 + |y|2

2
)2)

1
2 (1 + (

|x|2 − |y|2

2
)2)

1
2

例 1. q = 0 ならば、ψは通常の立体射影である。

このとき、ψは擬リーマン多様体 (Rp+q, dx21+ · · ·+ dx2p− dy
2
1 − · · · − dy

2
q ) から擬リー

マン多様体 (Sp × Sq, gSp − gSq) への共形写像となる。すなわち、

ψ∗(gSp − gSq) = τ(x, y)−2(dx21 + · · ·+ dx2p − dy
2
1 − · · · − dy

2
q ).

共形幾何においては、関数の引き戻しに共形係数（conformal factor）τ の冪乗をかけた

twisted pull-back が重要な役割を果たす。すなわち、

ψ̃∗ : C∞(Sp × Sq) → C∞(Rp+q)

∈ ∈

f 7→ τ−
p+q−2

2 (f ◦ ψ)

を考えると、山辺作用素の一般論により F と f := ψ̃∗F に関して次は同値となる：

∆̃MF = 0⇐⇒ ¤Rp,qf = 0.(2.1)

ただし、

¤Rp,q :=
∂2

∂x21
+ · · ·+

∂2

∂x2p
−

∂2

∂y21
− · · · −

∂2

∂y2q
.

3 N-picture

G-intertwining operator ψ̃∗を用いてM 上の関数空間 Sol(∆̃M)の表現をRp+q上の関

数空間 ψ̃∗(Sol(∆̃M))の表現に移そう。このとき、(2.1)より

ψ̃∗(Sol(∆̃M)) ⊂ {f ∈ C∞(Rp+q) : ¤Rp,qf = 0} ∩ S ′(Rp+q)

が成り立つ。また極小K-typeの生成元 F0は ψ̃∗によってRp+q上の関数

f0(x, y) := (ψ̃∗F0)(x, y)

= τ(x, y)−
p+q−2

2 2F1(
q − p

4
,
p+ q − 2

4
;
q

2
;
|y|2

τ(x, y)2
)

=
2F1(

q−p
4
, p+q−4

4
; q
2
; |y|2

(1+(
|x|+|y|

2
)2)(1+(

|x|−|y|
2

)2)
)

((1 + ( |x|+|y|
2

)2)(1 + ( |x|−|y|
2

)2))
p+q−4

4

(3.1)

に移される。
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4 N ∗-picture （L2(C)における実現）

この節は小林-Ørstedの第３論文 [12]の後半を中心に解説する。最小K-typeのフーリ

エ変換を与える公式（定理A)がこの節の主結果であり、それは次の第 5節で説明する。

極小表現が L2-モデルで実現できるという系Cについて、Green関数を用いた別のアプ

ローチのアイディアは講義録 [5]で紹介しているので、興味のある方はそれも併せて参

照されたい。

Rp+q上の 2次形式Qを

Q(ζ) := ζ21 + · · ·+ ζ2p − ζ
2
p+1 − · · · − ζ

2
p+q for ζ = (ζ1, · · · , ζp+q) ∈ Rp+q

と定義する。0節で述べた ‘光錐’ Cは {ζ ∈ Rp+q : Q(ζ) = 0} で与えられる。

Schwartz超関数 f ∈ S ′(Rp+q) に対して

¤Rp,qf = 0⇐⇒ Q(Ff) = 0

なので、

suppFf ⊂ C

が成り立つ。従って、

K-picture ⇒ N -picture ⇒ N ∗-picture

Sol(∆̃M) ψ̃∗(Sol(∆̃M)) F ψ̃∗(Sol(∆̃M))

と移行したとき、N∗-pictureの F ψ̃∗(Sol(∆̃M))は C に台をもつ超函数の部分空間にな

る。特に極小表現の ‘生成元’ f0に対しても suppFf0 ⊂ C が成り立つ。Ff0を具体的に

書き下すために、C上の測度 dµ ≡ δ(Q)を以下のように定める（δ(Q)はGelfand流の表

記法である）。

まずCを極座標表示する：

Rp+q ⊃ C := {ζ ∈ Rp+q : Q(ζ) = 0} 3 (rω, rη)

↑ 7→

R≥0 × Sp−1 × Sq−1 3 (r, ω, η)

この極座標表示に関して、C上の測度 dµを

dµ :=
1

2
rp+q−3drdωdη

= δ(Q)

と定める。dµはO(p, q)不変な測度である。このとき、p+ q ≥ 4なので、

L2(C, dµ) ⊂ S ′(Rp+q)
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とみなせる。

また、Rp+q上の通常のノルムを

|ζ| = (ζ21 + · · ·+ ζ2p+q)
1
2

と定める。次の定理が本原稿の主結果である。

定理 A (最小K-typeのフーリエ変換).

(Ff0)(ζ) = Cp,q|ζ|
1− q

2K q
2
−1(2|ζ|)δ(Q)

但し、Cp,qはCp,q = 2
q
2
+2π

p+q
2

Γ( q
2
)

Γ( p+q−2
2

)
で与えられる定数である。

G = O(p + 1, q + 1)の極小表現のK-pictureとして Sol(∆̃M) = {F ∈ C∞(Sp × Sq) :

(∆Sp −∆Sq − (p−2
2
)2 + ( q−2

2
)2)F = 0} に表現を実現していたことを思い出そう。

次の系で最も重要なことはF ψ̃∗(Sol(∆̃M)) ∩ L2(C) 6= {0} という主張である。

系 B. F ψ̃∗(Sol(∆̃M))は L2(C)の稠密な部分空間である。

系BをいいかえるとL2-内積によるF ψ̃∗(Sol(∆̃M))の完備化がL2(C) であるというこ

とに他ならない。そこで第 1節で述べたG Sol(∆̃M) に関する既知の結果と合わせる

ことにより次の系が示された。

系 C (極小表現のシュレディンガーモデル, [7, 12]). L2(C)上にGの極小表現を実現

することができる。

系 D (生成関数). C上の生成関数 |ζ|1−
q
2K q

2
−1(2|ζ|) は次の性質をもつ

1) L2(C)に属する。

2) K-spanは極小表現の最小K-typeを与える。

3) G-spanは極小表現 L2(C)の稠密な部分空間を与える。

5 最小K-typeのフーリエ変換の公式の証明について

定理 Aを証明するためには φ(r) = r1−
q
2K q

2
−1(2r)とおいたとき、逆フーリエ変換の

公式

(5.1) F−1(φ(r)δ(Q)) = Cf0

を言えばよい。

ここで、次の２つの公式 1), 2)を準備する。
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1)
∫
Sm−1 e

it(ω,ω′)dω′ = (2π)
m
2 t1−

m
2 Jm−1

2
(t).

2)
∫ ∞

0

tλ−1Jν(at)Jµ(bt)Kρ(ct)dt

= (function of (λ, µ, ν, ρ))×
aνbµ

cλ+µ+ν
×

F4(
λ+ µ+ ν + ρ

2
,
λ+ µ+ ν − ρ

2
, µ+ 1, ν + 1;−

a2

c2
,−

b2

c2
).

但し、F4はAppellの超幾何関数で、次式により定義される。

F4(a, b, c, d;x, y) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

(a)i+j(b)i+j
i!j!(c)i(d)j

xiyj

(1), (2)を用いると、

(5.1)の左辺 = F−1(φ(r)δ(Q))(x, y)

= (2π)−(p+q)
1

2

∫ ∞

0

∫

Sp−1

∫

Sq−1

rp+q−3φ(r)eir((x,ω)+(y,η))drdωdη

= C

∫ ∞

0

rp+q−3r1−
q
2K q

2
−1(2r)(r|x|)

1− p
2J p

2
−1(r|x|)(r|y|)

1− q
2J q

2
−1(r|y|)dr

= C|x|1−
p
2 |y|1−

q
2

∫ ∞

0

r
p
2J p

2
−1(r|x|)J q

2
−1(r|y|)K q

2
−1(2r)dr

= C ′F4(
p+ q − 2

2
,
p

2
;
p

2
,
q

2
;−
|x|2

4
,
|y|2

4
)

= τ(x, y)−
p+q−2

2 2F1(
q − p

4
,
p+ q − 2

4
;
q

2
;
|y|2

τ(x, y)2
)

= (5.1)の右辺

となり定理 Aが示される。最後から 2番目の等式は Appellの超幾何関数の reduction

formulaを適用することによって証明される。

最後に：

1. 定理Aの ‘生成関数’

(Ff0)(ζ) = |ζ|
1− q

2K q
2
−1(2|ζ|)× C上の不変測度

は、q = 1の場合にはラゲールの多項式になる。また、メタプレクティック群の

Weil表現のシュレディンガーモデルで類似の問題を考えると、‘生成関数’ は、ガ

ウス核 e−r
2

に相当する。いずれの関数も無限遠で exponential decayになっている

ことに注意しよう。
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2. 退化系列の部分表現から L2(C)へのフーリエ変換を具体的に計算するためにここ

で与えた手法は、別の群の別の（小さな）表現に対しても適用できると思われる。

3. 最小K-typeに属さない関数に対しても、最近、真野元氏との共同研究で定理Aの

一般化に相当する積分公式を得た。その応用について別の機会に触れたい。
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