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� 序 � 空間形問題

��� 擬リーマン多様体の定曲率空間

局所から大域への研究は，２０世紀の幾何学における大きな流れの一つであり，
とりわけリーマン幾何において著しい発展をとげた．その一方で，擬リーマン幾
何 �正定値とは限らない� 計量の幾何�に対しては，局所的に均質な構造を課した
場合でさえ，その大域構造については驚くほど何も知られていない．
他方，リー群の表現論およびそれを用いた大域解析の分野 �非可換調和解析�に

おいては，��世紀を通じた大きな流れの中で

コンパクト �� 非コンパクト
リーマン多様体 �� 擬リーマン多様体
有限次元表現 �� 無限次元表現

と研究対象が拡がるにつれて，研究手法の質的な変革が起こり，さらに偏微分方
程式・関数解析・種々の幾何などとの結びつきが深まっている．
このような背景の中で ����年代の末，筆者は半単純対称空間などに代表される

擬リーマン �あるいはもっと一般に非リーマン� 等質空間における不連続群の一般
論の研究を手がけた．����年代に入って，異なる分野の専門家たちが，さまざま
な観点からこの問題に参入し始めた．この ��年あまりで開発された研究手法やそ
のアイディアはリー群論や離散群論だけでなく，微分幾何学，代数学，エルゴー
ド理論，力学系理論，ユニタリ表現論 � � � など既に一人の数学者ではカバーしき
れないほど多岐にわたってきている ��	
 �
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 ��
 ��
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たとえば，非リーマン等質空間への離散群の作用が固有不連続かどうかという

問題は，ユニタリ表現の非コンパクト部分群への制限という一見無関係の話題と
も関連が生まれ始めているのもその一例であろう ����
 	�
 �	��．
この論稿の序として，�曲がり方が一定�という �ある意味では�最も簡単な空間

の �とりうる大域的な形について�，どんな問題意識が考えられ，また現在何が知
られていて何が未解決か，かいつまんで述べてみよう．正確に述べるために次の
定義を復習する．

�日本数学会幾何学分科会特別講演 �����年 �月 ��日，千葉大学�
�リーマン計量が多様体上の各点における正定値 �次形式として与えられるのに対し� 擬リーマ

ン計量は正定値を非退化という条件に一般化したものである� 非退化 �次形式の符号が ��� 	� 	�
の場合がローレンツ多様体である．
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定義� 断面曲率が一定の擬リーマン多様体を空間形 ������ ��	
�という．

例えば，符号が ��� ���リーマン多様体�の場合，球面 ��は曲率正の空間形，双
曲空間は曲率負の空間形である．また，符号が �� � �� �� �ローレンツ多様体�の
場合，ド・ジッター空間�は曲率正の空間形，ミンコフスキー空間は曲率 �の空間
形，反ド・ジッター空間が曲率負の空間形である．
ここでは大域的な性質に興味があるので，空間形というときは，測地的に完備

であることを仮定する．この節では次の問を主題としよう．
�局所的な仮定� 符号 ��� ��の擬リーマン多様体で曲率 �の空間形�には，
�大域的な結論� コンパクトなものが存在するか？
　　　　　　　　またその基本群としてどのような群が現れうるか？

��� ２次元の場合

球面 ��
 トーラス ��
 種数 �の閉リーマン面�� �� � �� に対して，それぞれ曲
率が正
 �
 負の空間形となるようにリーマン計量を入れることができる� 言い換
えると，�次元のリーマン幾何では，任意の曲率 �に対してコンパクトな空間形
が存在する．これは次元を一般にしても同様である．
ところが，符号が ��� �� のローレンツ計量の場合，� �� �ならばコンパクトな

空間形が存在しない．実際，球面 �� や�� �� � ��にはローレンツ計量を入れ
ることさえできない�．そして，��に定曲率 �のローレンツ計量が入るとすれば，
������������の定理から � � �になってしまうのである．

��� 正曲率の場合

リーマン多様体の場合は，正曲率の空間形の典型例は球面 ��である．逆に，完
備なものは，��か，せいぜいそれを適当な有限群�で割ったものに限られる．「正
曲率の空間形の基本群は有限群である」という性質に関して，�つの古典的定理
を思い出そう．
１つ目は，計量が正定値 �すなわちリーマン多様体�という性質はそのままにし

ておいて，曲率 �あるいは計量�の方を摂動させるのである．

定理 � �
��	� ���� ������ スカラー曲率の下限が正となる，完備なリーマン多
様体は，基本群が有限，かつ，コンパクトである．

もう１つは，曲率が正で一定という性質はそのままにしておいて，計量が正定
値 �リーマン多様体�という仮定を変えるのである．

定理 � ��������
�	��� ���� ����� 	次元以上のローレンツ幾何における正曲
率の空間形は，基本群が有限，かつ，非コンパクトとなる．

�
���
�������� ����� では，相対性理論が時空の連続体として４次元のローレンツ多様体を用
いることにちなんで� ������������ �	
������ �	��� ���
 と呼んでいる

�擬リーマン計量を �	倍すると，符号は ��� �� から ��� �� に，断面曲率 �は ��となる．
�任意のパラコンパクト多様体にはリーマン計量が存在するが，擬リーマン計量に対しては類

似の定理が成り立たない．
�どのような有限群で割ることができるかについては，����の著作 ����に詳しい
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定理 � はもっと一般に


ローレンツ多様体 �� 一般の符号の擬リーマン多様体へ
断面曲率一定 �� 局所的に均質な空間へ

という形で，等質空間における不連続群の問題として定式化できる．次の定理は
定理 �を特別な場合として含む定式化となっている．

定理 � ��������
�	��� 現象の判定条件� �� � ������ � � 	 が簡約リー群の組
のとき� 等質空間 �
	 に位数無限の不連続群が存在する� ������ � �����	�

逆に
 この定理を種々の等質空間の例で実験すると � � �

予想 � ������� � � � � �� � � � � 	とする．断面曲率の下限が正となる�，符号
��� ��の完備な擬リーマン多様体は，基本群が有限，かつ，非コンパクトである．

��� 曲率 �の場合

リーマン多様体の場合，曲率 �の空間形の典型例は �次元トーラス ��であり，
その基本群は��という可換群である．逆に，曲率 �の空間形の基本群は可換群に
近いというのが，次の定理である�

定理 � �!����	���" ������ 断面曲率が恒等的に �である完備なリーマン多様体
の基本群は，可換群を有限指数の部分群として含む．

類似の定理が擬リーマン多様体で成り立つかどうかは未解決である�

予想 � �#����$%�	予想の特別な場合�� 断面曲率が恒等的に �であるコンパクト
な擬リーマン多様体の基本群は，可解群を有限指数の部分群として含む．

予想 �はローレンツ多様体の場合には正しい ��� !"���神島 ���� �����．もっ
と一般に，アファイン多様体という仮定の下で�#�$��$�%&の定理を拡張できるだ
ろうというのが本来の#����$%�	予想である．さらに，強い形も考えられる�

問題 � �
��$�	 ���� ������ �� �� �������� � �
��
�������� の不連続群 ���

参照� は可解群を有限指数の部分群として含むか？

この'# ���の問題に対しては'��(� #� ����	� が � � 	の場合に反例を与えた
�定理 ���．一方，'# ���の問題の %���#����� ��� �(�� ��� に固有に作用 ����す
る連結部分群は �"���$ �，すなわち，可解群のコンパクト拡大である� は成り立
つ ����� ��
��．本来の )�� ��!��予想は未解決であるが，)$� ��'��(� #��*�#+��

����
�は � 次元以下の場合には成り立つと発表した ���
 �
 		��．また，関連す
る話題として冪零多様体の不連続群や固有な作用に対する ,#-�"��予想 ����.�

�	�
 	�
 ���がある．

�ここでは断面曲率を用いている．スカラー曲率だけの仮定では弱すぎる．

	



��� 負曲率の場合

リーマン多様体の場合は負曲率の空間形 �双曲多様体� でコンパクトなものが存
在する．これは，ローレンツ群 
��� ��の一様格子が存在する�ことと同値である．
ところが，一般の擬リーマン多様体の場合では，どのような符号 ��� ��のとき，コ
ンパクトな �負曲率の�空間形が存在するかという基本問題は現時点においても完
全解決に至っていない．この問題に関する次の予想は，簡約型等質空間の一様格
子の存在に関する予想 �
を，等質空間 
��� � � ��

��� �� に特殊化したもので
ある�

予想  �空間形予想，������ 断面曲率が負の定数である，符号 ��� �� のコンパク
ト擬リーマン多様体が存在するための必要十分条件は，�� � が次のリストに入っ
ているときである．ただし，� � 	�� �� �� 	� � � � 
�

� � � � 	 


� � � �� �� �

上の条件の十分性は証明されている．� � �の場合は既述したように双曲多様
体 �リーマン多様体�であり，� � �� 	の場合は/� ����# ������ ��
�によって発見
された．� � 
の場合は，��年代に入って一般の等質空間における一様格子の構
成定理 �定理 �.� を適用することによって発見された ������．
上の条件が必要であるかどうかは，未解決である．なお，� � � や � � � や ��

が奇数などの場合は正しい．最後に述べた「奇数条件」は，小野薫氏と筆者によっ
て特性類に関する0#�1�$��%&の比例性原理を一般化するという手法で，一般の簡
約型等質空間に対して拡張されている ������．���.� や ����に挙げられた文献も参
照��

� 不連続な作用と������	
����
形
空間形問題は極めて特殊な空間を扱っているが，それでも多くの未解決な問題

が残っていることを前節で述べた．しかし，その場合に限っても個々の事例では
なく，�非リーマン�等質空間における不連続群という一般的な視点�から研究する
方が，見通しが明るくなる場合がある．この節以降は，空間形問題で説明した問
題意識を頭の片隅に残しつつ，一般的な枠組でどこまで不連続群の世界が拡がる
か �できるだけ，リー群論の言葉は使わずに�述べてみたい．
まず，リーマン多様体においては等長変換からなる部分群に関して

離散群 �� 不連続群

�算術的な一様格子は �������������
�� !�� �	�"��� ���#�$�玉河 �	�"��� ����� �	�"��など
による一般論% 非算術的な一様格子は �双曲空間に対して�������& �	�""�� '� 
��(� )��*�&�
+��#�#����,��-��� �	�..�などによって構成されている．

�この視点から言えば，符号 ��� ���� �/ 	�の擬リーマン多様体の空間形は，ランク 	の半単純
対称空間 ���� � 0 	������ ��の 
��1��!�2��� 形である．

�



である．ところが，擬リーマン多様体では，等長変換からなる部分群に関して，

離散群 
��
�� 不連続群

であり，離散群の作用による商空間は0���!��2になるとは限らない．
さて，位相空間において0���!��2は大域的な性質である．下記の例のように，

集積点が存在しないのに商空間が0���!��2にならない場合がある	．

例� 離散群 �を� � ��� 	��� ��
に � 
 � � �� ��� ��� ��� �� ����� �����

によって作用させる �左下図�．この作用は集積点をもたないが，商空間 ���は
0���!��2でない．実際，商空間 ���は，右下図に連結な�非 0���!��2� 位相を
与えた空間を底空間とする ���束と同相である．

　　　
��
 �	では，このような例を群論的にどうやって解釈するか，が主題となる．
最初に，いくつかの基本的な用語を準備しておこう．まず，位相群 3が連続に

位相空間�に作用しているという設定を考える．�の部分集合�に対して，3 の
部分集合を以下のように定義する�

3� �� 	� � 3 � � � � � � �� �
�

定義� �� 3 � � は，� の任意のコンパクト集合 �に対して 3� が有限となる
とき，固有不連続 な作用 �あるいは真性不連続な作用�であるという．

�� 3 � � は，�の任意のコンパクト集合 �に対して 3�がコンパクトとなる
とき，固有な �-��-���作用であるという．

	� 3 � � は，任意の � � �に対して �における固定部分群 3���が単位元のみ
からなるとき，自由な�+����作用であるという．

非コンパクト群の作用は良い振る舞いをするとは限らない．コンパクト群の作
用の �良い性質�を抽出したのが �固有な作用� �4� �#� ����
 ����� という概念であ
る．ところが，上のように固有不連続と並べて書くと，次の図式が浮かび上がる．

�3 の作用が� 固有不連続 � �3 の作用が� 固有� �3 が� 離散群

従って，作用が固有不連続かどうかを判定するためには，作用が固有かどうかが
わかればよい．そして後者の方が応用範囲が広い．
さて，群 3が集合�に作用しているとき，次の同値関係

� � �� � �� � � � �となる � � 3 が存在する
�群論的には，������� の等質空間によってこの例を再構成できる ��	���．

.



によって定まる�の同値類のなす集合を3��と書く．3��は�における3�軌道
全体のなす集合とみなすこともできるので，�3の� 軌道空間と呼ばれる．3の固
有不連続な作用を考えるのは次の良く知られた理由による�

補題� 離散群 3が［��級，擬リーマン，複素，� � �］多様体� に連続に［滑らか
に，等長的に，双正則に，� � �］作用しているとする．3の作用が固有不連続かつ
自由ならば，3�� は商位相に関して 0���!��2になり，しかも商写像� � 3��

が局所同相［微分同相，等長，双正則，� � �］になるような多様体の構造を一意的
にいれることができる．

以下では，� がリー群 � の等質空間 �
	 であり，3 は � の離散部分群とす
る．すなわち，登場するのは次の群の三つ組である�

3 � � � 	�

定義� 3が�
	に固有不連続かつ自由に作用するとき，3を等質空間 �
	の不
連続群という．3が �
	 の不連続群のとき，両側剰余類として得られる多様体
3��
	 を �
	 の���&�	%�'���$形という．さらに 3��
	 がコンパクトのと
き，3を等質空間�
	の一様格子という．

	が非コンパクトのとき，以下の注意は重要である�

群�の一様格子 ��等質空間�
	の一様格子

例� �� ���3� 	� � ��� ���� 	�
�とすると，5 #2��!�/ �#�形3��
	 は�次元トー
ラス �

� に微分同相であり，従ってコンパクト多様体である．

�� �冪零多様体� � �� 	

�
��

� � �

� � �

� � �

�
�� � �� �� � � �

 3 �� � ����	���� 	 � 	�
 と

すると5 #2��!�/ �#�形 3��
	 は 	 次元コンパクト多様体 �岩澤多様体�である．
	� �モジュラー群� ���3� 	� � ��������� �������� 	�
�とするとき，5 #2��!�

/ �#�形 3��
	 はコンパクトではないが，�自然に定まる測度に関して� 有限の
体積をもつ� さらに，3��
	 � �� � 	三つ葉結び目 
 �同相�．
�� �閉リーマン面� 種数 � � � の閉リーマン面 �� は
 4�#�%��6� の上半平面
�
	 � �������
�
��� の 5 #2��!�/ �#�形 3��
	 として実現できる� ここ
で 3 � �������

.� ��������
�	���現象� � � �������，	を�の任意の非コンパクトな閉部
分群とする．このとき，�
	の不連続群は有限群に限る．

� 不連続性の判定条件
この節では次の問題について議論する．

問題 #� 離散部分群 3が等質空間�
	に固有不連続に作用するかどうかを判定
する効果的な方法を見つけよ．

�



位相空間における固有不連続な作用の定義の記述そのものは簡単である．しか
し，一般にリー群�の離散部分群 3が与えられたとき，等質空間�
	への 3の
作用が固有不連続かどうかを実際に判定することは容易ではない．問題)におけ
る �判定条件�は，たとえば，次のような諸定理が応用例として得られるほど具体
的な判定条件であることが望ましい．

定理 � �負曲率をもつ符号 ��� ��の擬リーマン多様体の空間形 ��� ��� ��� ����� 　

��� � � ��

��� �� の不連続群は有限群に限る� � � ��

定理 �( �可解多様体，����) ���� ������ 可解リー群の任意の等質空間は，基本
群が無限位数となる5 #2��!�/ �#�形をもつ．

定理 �� �アファイン平坦な多様体，
�	*���� �� � ����� ����	����� ��
���	��� �

�� は非可換自由群をその不連続群としてもつ．

定理 �� �擬リーマン等質空間，!�$���+ ���� ����� ���	���
������� は非可換
自由群をその不連続群としてもたない．

さて，非リーマン等質空間�
	に対する不連続群の従来のアプローチは，極め
て特別な �例えば ��で扱ったような� 場合に絞って研究し，個別の等質空間�
	
が持つ特有の性質を利用するものであった．この手法だと，�
	がランク �の対
称空間であっても，膨大な計算が必要になる ��

 �

 �.
 ��
 � � � ��．そこで， ���
 ���

では，より一般の非リーマン等質空間 �	は非コンパクト� を扱うために次のよう
なアイディアを導入した．

�� 	が群であることも等質空間 �
	 が多様体であることも忘れる�

�� 3 が離散であることも群であることも忘れる�

このように，�一見�大事な情報を一度忘れてしまうことによって
 次が可能になる�

	� 3
 	 を � 内の対等な
 単なる部分集合とみなす�

�� 3 � �
	 の不連続性を群� の表現論で統制する．
このアイディアを具現化するために，�と�という関係を局所コンパクト群�の
部分集合	，�に対して�
以下のように定義しよう．

定義 ������� �� �� において� � � 	 � �の任意のコンパクト部分集合 �に対
して� � �	�が相対コンパクトである��．

�� ��において� � � 	 � �のコンパクト集合�で，� � �	�かつ	 � ���

を満たすものが存在する．

群�が可換ならば，�や�の関係式は著しく簡単になる．

例� 	と �を可換群� �� �� の部分空間とする．
�� �において	 � �である� 	 � � � 	�
�

�� �において	 � �である� 	 � ��

�	以下では，3のかわりの記号として，�を用いることが多い．
���という記号は微分幾何において部分多様体が横断的に交わるという意味で用いられること
が多いが，ここでは全く違う意味でこの記号を使っている．






さて，�と	を�の閉部分群とすると，

�において � � 	 � �が�
	に固有に作用する

が成り立つので � は固有な作用 �あるいは固有不連続な作用� を一般化した概念
である� さらに


	 � 	 � ならば， 	 � �� 	 �
� �

なので
 � は � を考える上で思考の節約になる�

まず，次の定理が重要である．

定理 �� �双対定理 ���� ������ �を簡約リー群とする．�の部分集合	は，同値関
係 �の分を除いて，不連続双対	� �� 	� � �は�の部分集合で，� � 	を満たす

によって復元される�

我々の本来の目標は離散群の作用が固有不連続であるかどうかを具体的に判定
することであった．問題)はより一般的な形で再定式化される．

問題 #�� 	と�を�の部分集合とする．� � 	であるための判定条件を求めよ．

�を簡約線型リー群 �例えば�������や
��� ��など�とする．�のリー環 �の
5����� 分解を � � � � � とし，�の極大可換部分空間 �をとる．

���� �� !#" �� ������ �� !#" �

とおく．さらに，5�����分解� � � �7-����を用いて��	+�$射影 � � � � �

を定義する �8�9 群の作用を除いて定まる�．
例えば
 � � ������� ならば
 ���� � �

�
���� ��
 ������ � � である．正方行

列 � � �に対して，行列 ���は正定値対称行列であり，その固有値を大きい方か
ら順に並べて �� � � � � � ���� ��と書く．このとき，5����� 射影 � � �� �

� は
次の式で与えられる� � �� � �(��� � � � �  �(���．
以上の準備の下で，問題)�あるいは問題)�� の答は次のように与えられる．

定理 �� �不連続性の判定条件 ���� ����� 	と�を簡約線型リー群 �の部分集合
とする．

�� �において	 � � � �において ��	� � ����．

�� �において � � 	 � �において ���� � ��	�．

可換群 � � �� に対しては �や �の関係式の意味は簡単である．したがって，
定理 �� が判定条件として役立つのである．
問題)�は三つ組の簡約リー群 ���	� ��に対しては ����年に解決され ������，そ

の後 ����で上記の形に一般化された ��	�でも独立に同様の一般化が証明された�．
定理 	，定理 �，定理 �� はその5���  ��9として得られる．また定理 ��の形のよ
うに一般化しておくことによって，離散群を変形したときに固有不連続性がどの
程度保たれるか �たとえば，�� !"�� ����.� ������の予想� を調べることが可能に
なる ���	
 	�
 �����．その他，具体的な等質空間に対する定理 ��の計算について
は :�11#�8#��� ������ らの研究がある ���	
 �.
 	���．
なお
 定理 �� の ���の�と ���の�は自明である．また
 ���における�は行

列を摂動させたときの固有値の誤差評価を一様に行う��ことに関連している．
��これに関しては，�� ��4�の定理を原型とする種々の不等式が知られている．

�



� コンパクトな������	
����
形の存在問題

��� 一様格子の存在と非存在定理

以下，� � 	 を簡約線型リー群の組とする．�
	は擬リーマン等質空間 �	が
コンパクトならばリーマン� の典型例である．この節では次の問題を論ずる．

問題 !� どのような等質空間 �
	 に一様格子が存在するか？ �コンパクトな
5 #2��!�/ �#�形をもつような等質空間を分類せよ．�

現在知られている諸結果の中で最も適用範囲が広い結果を２つ述べよう．その
証明において鍵となるのは，固有な作用の判定条件 �定理 ��� と離散群のコホモ
ロジーである．

定理 �� ��� � ������ � において簡約な部分群 � で

� � 	 かつ ���� � ��	� � ����

をみたすものがあれば
 �
	 にはコンパクトな5 #2��!�/ �#�形が存在する�

定理 �� ����� �� ��� � において簡約な部分群 � で

� � 	 かつ ���� � ��	�

をみたすものがあれば
 �
	 にはコンパクトな5 #2��!�/ �#�形が存在しない�

定理 �.の条件を満たす ���	�のリスト��は ����参照．定理 ��の条件を満たす
���	�のリストは ���
 ���参照．
そこで，次の予想をする．空間形予想 �予想 ��で述べたように，この予想は特

別な場合でさえ未解決である．

予想 �� ����� ��(��� 定理 �.は逆が成り立つ．

��� 随伴軌道の一様格子

等質空間の例として半単純軌道を考えよう� リー群 � のリー環 � の元 � を一
つ選ぶと
 随伴軌道 �� � )!���� は � の部分多様体であり
 等質空間 �
�� と
同一視される� ここで �� は � における固定部分群 	� � � � )!���� � �
 で
ある�

� が簡約リー群であり
 �!� � ;�!��� が半単純のとき
 �� を半単純軌道とい
う� さらに �!� の固有値がすべて純虚数のとき楕円軌道という�

半単純軌道はかなり広いクラスの等質空間であり
 例えば
 任意の旗多様体やエ
ルミート対称空間や一葉双曲面 �あるいはその一般化であるパラエルミート対称
空間� などはすべて半単純軌道として実現される���

�������の定理 ���から，このリストには	がコンパクトの場合や群多様体 �すなわち
 / 
��
��
	 / !��(
� の形� の場合が当然含まれる．

��最初の � 例は楕円軌道でもある

�



半単純軌道には自然に ��不変なシンプレクティック構造
 及び
 擬リーマン計量
が定義される��� またその幾何的量子化としては
 主系列表現 �もっと一般に退化
主系列表現�や離散系列表現 �もっと一般に <�%���"�� の導来函手加群 ������ な
どのユニタリ表現が現れる�

半単純軌道のコンパクト 5 #2��!�/ �#�形の存在問題�� に関して，次の定理が
成り立つ�

定理 � ��� ��� 一様格子をもつ半単純軌道は楕円軌道に限る� 特に不変な複素構
造をもつ�

� がエルミート対称空間ならば常に一様格子が存在 ����� 
 �.�� し
 しかも�は
楕円軌道である� エルミート対称空間でない楕円軌道の例を１つ挙げよう�

���� � ���� � ���� � � � � � ��������

が正定値になるような複素直線全体を�とする．� は �
���

� の開集合であり �特
に複素多様体となる�，���� �� の楕円軌道と同一視できる� さらに � が偶数なら
ば定理 �.より� には一様格子が存在することがわかる �� � ����� �

�
� とすれば

よい�．特にシンプレクティックなコンパクト複素多様体で，自然な計量が不定符
号となるものが構成された ����
 ����．
定理 ��は筆者によって発見され
 定理 ��を用いて証明された� 後に ����#�� と

,�$���#� はシンプレクティック幾何を用いる別証明を与えた ���

 ��
 ����

��� ����������� の一様格子

この節では，非対称等質空間 �����
��� �にコンパクトな5 #2��!�/ �#�形が
存在するかどうかについて議論しよう．この空間は定理 ��の立場からは特殊であ
るが，����年代の半ば以降さまざまな異なる手法で類似の結果が得られ，異分野
が交錯しているのが特徴的である．
原型となるのは，定理 �� に � � ����� �� を適用して得られる次の結果である�

定理 �� ����( ������ ���	� � �
����� � � にはコンパクトな5 #2��!�/ �#�形が存
在しない．

このようにして，定理 ��から次の定理が導かれる �� のかわりに � や四元数体 �

でも同様�．

定理 �( ����� �� ��� 等質空間 �������
��� ��� ��
�
�
�
���

�

�
� にはコンパク

トな5 #2��!�/ �#�形が存在しない．

さて，�������
��� ��� の5 #2��!�/ �#�形に対しては ����� ��� の右か
らの作用を考えることができる．この点に注目して，<#""��たちは，コサイクル
に関する超剛性定理や=�����による軌道閉包定理などを用いて以下の定理を証明
した．

��さらに楕円軌道の場合には 
�不変な複素構造，�擬�25�����構造も定義される�
��コンパクトな 
��1��!�2��� 形が存在する場合には� 極めて特殊な例であるが� ���指数定理を
用いた 6#�4���,7�*�! による離散系列表現の構成などの解析的な応用も知られている�

��



定理 �� �,�

�	 ���� ������ �������
��� ��� �� � � �にはコンパクトな
5 #2��!�/ �#�形が存在しない．

定理 �� �-����	���
�.���,�

�	 ���� ������ �������
��� ��� �� � � �

にはコンパクトな5 #2��!�/ �#�形が存在しない．

定理 �� ���	��++��,�

�	 ���� � � ���� ����� ��
��� � �� �� � � � にはコ
ンパクトな5 #2��!�/ �#�形が存在しない．

一方，次の結果は固有な作用の判定条件 �定理 ���の応用として得られる．

定理 �� �!�$���+ ���� ����� 　 �������
���� � ����　 ��は奇数� にはコン
パクトな5 #2��!�/ �#�形が存在しない．

さらに，��� � が �����に �自然な埋め込みではなく�既約表現 !によって埋
め込まれている場合に関して，'��(� #�は �������のユニタリ表現を非コンパク
トな部分群に制限するという手法を用いて次の定理を証明した．

定理 �� �
�	*���� ���� ���� ����� �������
!��������� �� � .� にはコンパ
クトな5 #2��!�/ �#�形が存在しない�

ユニタリ表現論に基づく手法はさらに発展し，*&� �"は次の定理を証明した．

定理 �� �/"���
 �((( ������ �������
������� �� � ��にはコンパクトな
5 #2��!�/ �#�形が存在しない．

なお，これらの諸定理のうち，定理 ��，定理 ��，定理 �	，定理 �� は証明法は
異なるものの，実は一般的な定理 �定理 ��� に含まれていた �これらの特殊な場合
に限っても，定理 ��の方が強い結果になっている�．一方，定理 ��，定理 �. は
定理 �� からは導けない．さらにこれらすべての定理は予想 �
 �この場合に適用
すると，��������
��� ��� �� �  � にはコンパクトな5 #2��!�/ �#�形が存在
しない�� を裏付けるものである．

� ������	
����
形の剛性と変形
この節では次の問題を論ずる事にしよう．

問題 �� 等質空間�
	の一様格子 3は変形できるか>

	がコンパクトの場合，	次元以上の既約リーマン対称空間�
	の一様格子3に
は本質的な変形は存在しない �定理 �
�．これは，�リーマン幾何に対する� 種々の
剛性定理の原型となった．
ところで，	が非コンパクトな場合 �擬リーマンの場合� にはこのような剛性定

理は存在するのだろうか？　「剛性定理」は，基本群が位相構造だけでなく，その
上の幾何構造まで決定してしまうというタイプの主張であると見ることもできる．
�既約な�擬リーマン対称空間に対しても「剛性定理」は成り立つのだろうか？　
実は，	が非コンパクトの場合，リーマン対称空間の剛性定理とはかなり様子

が異なる．すなわち，いくらでも高い次元の�既約�な擬リーマン対称空間であっ

��



て，剛性定理が成り立たないような一様格子をもつものが存在するという現象が
����
 �	�� で観察されている．その例は定理 ��で述べる．そこで，問題5 をきち
んと定式化しよう．まず問題 5 には以下の �つの問題が含まれている．

問題���� 群�内で離散部分群 3の抽象群としての変形を記述せよ．

問題���� 離散群 3を�内で変形したとき，その�
	への作用が固有不連続性
を崩さないような変形パラメータの範囲を決定せよ．

これを念頭に置いて，不連続群の変形の集合を抽象的に記述してみよう．
�をリー群，3を有限生成群とする．3から�への準同型写像全体のなす集合

0�"�3� ��に各点収束による位相を入れる．3の生成元 ��� � � � � ��をとり，次の単
射を通じて，0�"�3� ��に直積�
 � � � 
�の相対位相を入れる�

0�"�3� �� "� �
 � � � 
�� ! �� �!����� � � � � !������

	を�の閉部分群とする．既に説明したように，	が非コンパクトならば，�の
離散部分群は必ずしも�
	に固有不連続に作用しない．そこで0�"�3� ��ではな
く，以下で定義する部分集合#�3� ��	�が重要な役割を果たすことになる ������．

#�3� ��	� �� 	$ � 0�"�3� �� � $は単射であり，しかも $�3�は

�
	に 固有不連続かつ自由 に作用する 
�

このとき，各々の $ � #�3� ��	�に対し 5 #2��!�/ �#�形 $�3���
	が得られ
る．さて
 0�"�3� �� には直積群 )���3�
� が自然に作用し
 それは #�3� ��	�

を不変に保つ� そこで，次の２つの集合を定義する．

変形空間 � �3� ��	� �� #�3� ��	�
�

モジュライ空間 ��3� ��	� �� )���3��#�3� ��	�
�

例えば
 ���	� � �%�������� %�
����
 3 � ������ �� � �� ならば � �3� ��	�

は �� のタイヒミュラー空間であり
 ��3� ��	� は �� 上の複素構造のモジュラ
イ空間に他ならない．
局所剛性は変形空間 � �3� ��	�の �孤立点�として定式化される�

定義 �非リーマン等質空間における局所剛性 ���� ������ 変形空間 � �3� ��	�に
おける一点 �$�が開集合をなすとき，すなわち $ � #�3� ��	� に十分近い任意の
元は�の内部同型を用いて $と共役となるとき，$の定める離散部分群 $�3�は等
質空間�
	の不連続群として局所剛性であるという．局所剛性でないとき，連続
変形可能という．

	がコンパクトならば，この用語は従来の概念 �例えば8�# �����と一致する．
高次元において局所剛性が成り立つかどうか，	がコンパクトなときと非コン

パクトなときとを比較しよう．��を非コンパクトな単純線型リー群として，� �を
極大コンパクト部分群とする．次の定理は，リー環のコホモロジーの消滅および
非消滅定理と，既述の不連続性の判定条件 �定理 ���などを用いて証明することが
できる．

��



定理 �� �リーマンの場合の局所剛性定理0 /����	*�1��� ���� ������ ���	� ��

���� � �� とする．このとき，一様格子 & � 3 � �� であって & � #�3� ��	� が連続
変形可能なものが存在する� ��は �������に局所同型である．

定理 � �非リーマンの場合の局所剛性定理0 ��� ������ ���	� �� ���
��� !#�(�����

とする．このとき，一様格子 & � 3 � �� であって &
 � � #�3� ��	� が連続変形
可能なものが存在する� ��は �
��� ��または ����� ��に局所同型である．

別の見方をすれば，群多様体��とその一様格子 3に対して，定理 �
は左から
の作用だけに関する剛性を扱い，定理 ��は左と右の両方からの作用に関する剛性
を考えているのである �後者では �
	 � �� に注意する�．
さらに，以下の場合にはその変形空間が研究されている�

�� ポアンカレ円板�
	 � �������
�
���．

�� �
	 � �� 
��
 !#�(��，�� � ������� ��� !"�� ����
 *� �#� ���� �����．

	� �
	 � �� 
��
 !#�(��，�� � ����� � � ��&9� ���. �����．

これらの場合の変形空間� �3� ��	�は，それぞれ，���は閉リーマン面�� �� �

��の複素構造の変形，���は 	次元多様体上のローレンツ構造の変形，�	�は 	次
元複素多様体上の複素構造の変形に対応している．さらに，���と �	�は，定理 ��

で � � �� �� 	のときに相当している．実際，

�� � ������� � �
��� �� � ����� ���

�� � ����� � � � �
�	� ��

というリー群の局所同型写像があるからである．
定理 ��において�を大きくすることによって，局所剛性定理が成り立たない一

様格子 3をもつ既約な擬リーマン対称空間でいくらでも高い次元のものが存在す
ることがわかる．一般の �に対して，��	�ではこのような一様格子 3の変形の量
的な評価 �不連続性が保たれる範囲� がリーマン対称空間 3���
� � の直径を用い
て与えられた．その証明には不連続性の判定条件 �定理 ���が鍵となる．
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