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主定理を説明する前に，まずその動機・背景となる小林俊行教授の理論の一部を簡単に説明する．

(G,H)を半単純対称対，X を対称空間 G/H，ΓをX の不連続群，XΓ を局所対称空間 Γ\X とする．gの

Killing形式から X に不定計量が，さらにそこから X のラプラシアン □X = divX ◦ gradX が定まる．X の

計量はその G不変性から XΓ にも不定計量を誘導し，XΓ のラプラシアン □XΓ
が定まる．

次の定理は不定値計量を持つ局所対称空間のスペクトラムに関する最初の結果である．

定理 (Kassel-Kobayashi Adv. Math. 2016)

Γが X に強不連続に作用し，X が離散スペクトラムを持つなら，XΓ は離散スペクトラムを持つ．

ここでは簡単のために rankX = 1と仮定する．この場合離散スペクトラムはラプラシアンの L2 固有関数

に対応する固有値のことである．φが X 上の □X の固有関数なら，φΓ(x) =
∑
γ∈Γ

φ(γx)は (形式的には)XΓ

上の □XΓ
の固有関数である，というのが基本的なアイデアであるが，次の困難を克服しなければならない．

鍵となる問題：φΓ は収束し，また L2 関数となるか？さらに，φΓ ̸= 0となる φは存在するか？

このために，[KK16]では φの漸近挙動と, 不定値計量空間 X における不連続群の軌道の分布 (数え上げ)

の両方の評価式を証明し，「鍵となる問題」の証明のステップとして用いられた．後者の数え上げの問題では

「強不連続」という条件が本質的に用いられている．本論文では，不連続ではあるが強不連続ではない最も簡

単な場合として，反 de Sitter多様体 AdS3 におけるある不連続群 Γj,ρ
N について，その軌道の分布を計算しよ

うとしており，その動機は Γj,ρ
N \AdS3 の離散スペクトラムの存在について考察したいということである．よ

り詳しく説明するため,軌道の数え上げをどう定式化するか，また数え上げについてどのような条件があれば

XΓ の離散スペクトラムの存在が言えるかを述べる．

まず対称空間 X の極分解（一般化 Cartan分解）X = Kexp(b+) · x0(x0 = eH,K は適切な Gの極大コン

パクト部分群)に対応する射影 ν : X → b+ を考え，x ∈ X に対して ∥ν(x)∥を xの原点 x0 からの“擬距離”

とみなす (ここで bに gの Killing形式を制限することで内積を誘導し，そこから bのノルム ∥ · ∥を定めてい
る)．X における不連続群 Γの軌道の数え上げを半径 Rの“擬球”において行い，その Rに関する振る舞い

を見ることで,軌道の分布を調べる事が出来る．

定理 (Kassel-Kobayashi Adv. Math. 2016)　

1.「半径 R の擬球における軌道の数え上げ」が軌道によらない R のある指数関数で上から評価出来るな

ら，X の（十分正則な）離散スペクトラム φに対してその Γに関する平均化 φΓ は収束して L2 とな

る．また,この時 X の（十分正則な）Flensted-Jensen関数の Γに関する平均化は 0ではない．

2. Γが X に強不連続に作用するなら，「半径 Rの擬球における軌道の数え上げ」が軌道によらない Rの

ある同じ指数関数で抑えられる．

ここで「強不連続性 (sharpness)」について少し述べておく．Y = G/G′ を簡約型等質空間，Γ を G の離

散部分群として，Y における Γの固有不連続性の判定法が [Ko89]をきっかけとして Benoist([Be96])と小林

([Ko96])によって確立された．これは標語的に述べれば Gの Cartan射影による Γ, G′ の像が「無限遠で離れ

る」というものである．そこでより強い条件として，2つの像が「一次式的に離れる」事を課したものが強不
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連続性であり，[Ko96]で言葉としては導入されていないが初めて現れた概念で，「強不連続 (sharp)」という

言葉は [KK16]で定義された．Cartan射影を用いるため，一般の等質空間の不連続群について強不連続性が

定義されるわけではない事に注意する．

話を定理に戻して，それでは強不連続性を課さない場合に軌道の数え上げはどう振る舞うかという疑問が生

じる．強不連続に作用しない不連続群の例は 2017年に Guéritaud-Kasselによって構成された．

事実 ([GK17])

自然数 N が十分大きい時，AdS3 の不連続群 Γj,ρ
N は無限自由生成であり，強不連続性を有さない．

ここで，AdS3 ∼= SL(2,R) ∼= SL(2,R)× SL(2,R)/diagSL(2,R) と見ることで，AdS3 を半単純対称空間と

見なす．また，Γj,ρ
N について少し説明しておくと，N は自然数，ΓN を文字 γk(k ≥ N)達で自由生成される

群として，j, ρは ΓN から SL(2,R)へのとある群準同型であり，Γj,ρ
N = {(j(γ), ρ(γ)) ∈ SL(2,R)× SL(2,R) :

γ ∈ ΓN} ⊂ SL(2,R)× SL(2,R)である．なお，Γj,ρ
N \AdS3 は体積無限である．

問題：半径 Rの擬球における Γj,ρ
N の軌道の数え上げは軌道によらない Rのある指数関数で抑えられるか？

ここで，X が非リーマンの場合にはそもそも各軌道の数え上げが半径に関して指数増大以下である事すら

非自明であることに注意しておく．また AdS3 には離散スペクトラムがあるから，この問が肯定的に解決され

たとすると Kassel-Kobayashiの手法を用いる事で，Γj,ρ
N \AdS3 の離散スペクトラムの存在が分かる．

本論文ではこの問題を完全には解決出来なかったが，軌道の数え上げに関して次のことが分かった．

主定理

N が十分大きい時，AdS3 の半径 R の擬球における，Γj,ρ
N による原点 (1, 0, 0, 0)の軌道の数え上げは指数

増大，つまり Rに関するある指数関数で上からも下からも評価する事が出来る．

上からの評価に関して手法を少し説明する．考察する Γ = Γj,ρ
N が σk(k ≥ N)という元達で (無限)自由生

成される群である事を前提として,大体 2つの部分に分かれる．

• σ ∈ Γj,ρ
N の最短表示を σ = σε1

k1
σε2
k2

· · ·σεl
kl

(但し εi = ±1) として， ν(σ) ≥
l∑

i=1

logki

• R を自然数として，#{(k1, · · · , kR) ∈ ZR : ki ≥ 1 ,

R∑
i=1

logki < R} を R の指数関数で上から評価

する．

一つ目は上半平面 SL(2,R)/SO(2)の幾何に帰着することで証明する．二つ目はある図形の体積評価の問題

に帰着し，体積を求めた後は Stirlingの公式を用いることでその体積を Rの指数関数で上から評価する．

最後に主定理から分かるある現象を説明する．ν による数え上げは指数増大である一方，先程のGuéritaud-

Kasselによる論文における計算を用いると {γ ∈ Γ : d(µ(γ), µ(H)) < R}(µは Gの Cartan射影)の数え上

げが指数増大より大きい，具体的には loglogを取るとその主要項が R
2 であることが分かる．

ここで,一般論として小林と Benoistによる判定法から {γ ∈ Γ : d(µ(γ), µ(H)) < R}が有限である事は G

の離散部分群 Γが X に固有不連続に作用することと同値であり，従って d(µ(γ), µ(H))による数え上げは ν

による数え上げの有限性の情報を把握している．それでは増大度の情報はどうだろうか？という疑問が生じ

る．もし Γの作用が強不連続なら 2つの数え上げは適切な意味で同値，例えば一方が多項式増大ならばもう

一方は同じ次数の多項式程度の増大度であり，また，一方が指数増大ならもう一方が指数増大であると分か

る．よってこの時は数え上げの増大度の情報を把握していると言える．しかし強不連続という仮定を外した上

の例の場合では，増大度の情報までは把握していないということが分かる．
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