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A. 研究概要

2016年小林俊行と Fanny Kasselは不定値計量

を持つ局所簡約型対称空間 Γ\G/H における大

域解析の理論の枠組みを与え, さらにある条件の

下で可算無限個の “安定離散スペクトラム”が存

在する事を見出した. その過程で, 彼らは対称空

間 G/H の “擬球”B(R)(Rは “半径”)を定義し,

ある正の数 a,Aが存在して, 各 Γ軌道 Γ ·x (x ∈
G/H) の B(R) における数え上げ NΓ(x,R) =

#(Γ · x ∩B(R))について, NΓ(x,R) ≤ AeaR が

成立するならば, Γ\G/H の可算無限個の離散ス

ペクトラムを構成できることを示した. 以下で

はこの NΓ(x,R)についての条件を⋆と書くこ
とにする.

本年度の研究では, 対称空間として 3次元反ド・

ジッター空間 AdS3 = {(x1.x2, x3, x4) ∈ R4 |
x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 = 1} を取り上げ, その（等

長的な）不連続群 Γに対して, Γ-軌道の AdS3

における数え上げが条件 ⋆ を満たすかを考察
することで, Γ\AdS3 の離散スペクトラムを構

成しようと試みた. その結果得られた数え上げ

の評価に関しての 2つの結果を説明する. 2017

年に Guéritaud と Kassel によって構成された

AdS3 のある無限生成の不連続群を, 本研究で

は少し一般化した形で構成し, その数え上げを

考察することで次の定理を得た: 滑らか, 下に

凸, さらに狭義単調増加な関数 f : R → R (例え

ば eR, ee
R

, . . .) に対して, ある AdS3 の不連続

群 Γf が存在して lim
R→∞

NΓf
(E,R)

f(R)
= ∞. ここ

で E = (1, 0, 0, 0) ∈ AdS3 である.特にすべて

の不連続群が条件⋆を満たすわけではない事が
分かった.

もう一つの結果を説明する. 小林俊行 (1998)に

よる簡約群の擬リーマン等質空間における不連

続群の変形理論に由来して,小林とKassel(2016)

は不連続群の強不連続性なる概念を定義し, 彼ら

はこの性質を持つならば条件⋆を満たす事を示
したが,　この逆は成立しない事が分かった. 詳

しく述べると先に述べたGuéritaudとKasselに

よる不連続群を一般化したものがほとんど強不

連続性を満たさないことを示し, その中で条件

⋆を満たすものが（比較的多く）存在すること

を示した.

In 2016, Toshiyuki Kobayashi and Fanny Kas-

sel initiated the analysis on non-Riemannian

locally symmetric spaces Γ\G/H and con-

structed “universal discrete spectrum” under

some conditions. In their paper, they defined

the “pseudo-ball” B(R) of “radius” R in sym-

metric spaces G/H and proved that the dis-

crete spectrum of Γ\G/H is infinite if there ex-

ist positive numbers a and A such that for any

x ∈ G/H, NΓ(x,R) = #(Γ ·x∩B(R)) ≤ AeaR.

In the following, this condition for NΓ(x,R) is

denoted by ⋆.

The 3-dimensional anti-de Sitter spaceAdS3 =

{(x1.x2, x3, x4) ∈ R4 | x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 = 1}
is a Lorentzian symmetric space. In this year,

I tried to study the discrete spectrum of lo-

cally anti-de Sitter spaces Γ\AdS3 determin-

ing whether Γ satisfies the condition ⋆. Gen-

eralizing an example in the paper of Guéritaud

and Kassel, I constructed a family of infinitely

generated groups acting properly discontinu-

ously and isometrically on AdS3 and studied

NΓ(x,R) for these discontinuous groups. Con-

sequently, I gave the following results: For any

smooth, convex, and strictly increasing func-

tion f : R → R (for example, eR, ee
R

, . . .),

there exists a discrete group Γf acting prop-

erly discontinuously and isometrically onAdS3

such that lim
R→∞

NΓf
(E,R)

f(R)
= ∞. Here E =

(1, 0, 0, 0) ∈ AdS3. In particular, not all dis-

continuous groups satisfy the condition ⋆.

I explain another result. Tracing back

to the deformation theory of discontinuous

groups for pseudo-Riemannian homogeneous

manifolds of reductive groups by Toshiyuki

Kobayashi(1998), Kobayashi and Kassel de-

fined the notion of sharpness for discontinu-

ous groups and proved that sharp discontinu-

ous groups satisfy the condition ⋆. I proved

that there exist non-sharp groups which satisfy

the condition ⋆. Most of discontinuous groups

which I constructed by generalizing an exam-

ple in the paper of Guéritaud and Kassel are

not sharp and many of such non-sharp groups

satisfy the condition ⋆.
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