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1 序： コンパクトな局所対称空間
2006年夏のRIMS研究集会1では（リーマン幾何の枠組を超えた，一般の）対称空間

Xの不連続群に関して

1) 一様格子は存在するか？

1RIMS研究集会「表現論と等質空間上の解析学」“コンパクトな局所対称空間について”（研究代表
者＝関口英子氏），京都大学数理解析研究所 2006年 8月 21日―24日
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2) 一様格子を変形することはできるか？

の２つをテーマに講演した．
1)に関しては，Xがリーマンの場合はA. Borel (1923–2003) が，その人生の丁度ま

ん中の 1963年に

「すべてのリーマン対称空間に対して一様格子が存在する」

という重要な定理を発表した [1]．彼の証明は数論的部分群の理論に基づくものであり，
この定理はその後の（リーマン対称空間の）不連続群論の大発展の礎となった．
対称空間という概念はリーマン構造を必要としない．すなわち， ‘対称空間’ を定義

するためにはアファイン接続だけが必要であり，その際のアファイン接続がリーマン
多様体の Levi-Civita接続である場合がリーマン対称空間に他ならない．より広いクラ
スの対称空間の一例として，半単純リー群Gをその位数 2の自己同型の固定部分群H

で割って得られる等質空間G/H を考えよう．この空間はKilling形式から誘導される
擬リーマン多様体2の構造をもち，そのLevi-Civita接続に関して対称空間となる．この
ような，リーマン多様体とは限らない，より一般の幾何構造をもつ対称空間に対する
一様格子の存在問題は筆者が 1980年代の半ばより取り組んできたモチーフである．非
常に初期の段階でこの研究に関心をもってプリンストン高等研究所に筆者を招聘して
いただいたBorel教授が 2003年に急逝され，その追悼論文を依頼されたとき，迷わず
テーマを

「対称空間の一様格子の存在問題」

と選んだ．この長編の論文（吉野太郎氏との共著 [10]）が出版されたばかりであり，内
容の重複をさけるため，1)の話題についてはここでは述べない．なお，このテーマに
関して 2004年以前に得られた結果に関する日本語の解説は [7, 8]も参照されたい．
このような経緯のため，この論説のテーマは 2)の話題，すなわち，

「対称空間の一様格子の変形」

に絞ることにする．

2 不連続群の変形空間
計量が正定値とは限らない空間において不連続群の変形を考えるとき，何が問題に

なるのだろう．
まずは素朴に次のような状況を考えてみよう．

• 位相群Gが多様体Xに（何らかの幾何構造を保ちながら）作用している．

2ローレンツ多様体のように，定符号とは限らない計量をもつ空間
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• ΓはXに真性不連続に作用するGの離散部分群である3．

このとき，次の問題を考える．

Γ′はGの離散部分群であり Γに十分 ‘近い’ とする．

(R)′ （剛性）Γ′と ΓはG内で共役か？

(S)′ （安定性）Xへの Γ′の作用も真性不連続か？

明らかに
(R′) =⇒ (S′)

が成り立つ．また，GがXに推移的に作用し，1点における固定部分群がコンパクト
ならば4，(S′)は自動的に成り立つ．
この ‘素朴な問題’ を厳密に定式化しよう．このためには，Γ′が Γと十分近いという

ことを厳密に述べる必要がある．
以下では議論を簡単にするため，

• Γを有限生成の離散群

としよう．
ΓからGへの（抽象的な）群準同型写像全体のなす空間を

Hom(Γ, G)

と表すと，各点収束の位相によって Hom(Γ, G)は位相空間となる．さて，Γの生成元
γ1, . . . , γkをとると，ΓからGへの準同型写像 ϕは γ1, . . . , γkでの値によって決定され
るから，写像

Hom(Γ, G) ↪→ G × · · · × G, ϕ 7→ (ϕ(γ1), . . . , ϕ(γk))

によってHom(Γ, G)をGのk個の直積空間に埋め込むことができる．直積空間G×· · ·×G

の相対位相によってHom(Γ, G)を位相空間としてみなしたときの位相は，先ほど考えた
各点収束の位相に一致する（従って生成元の集合 {γ1, . . . , γk}のとりかたによらない）．
我々はXに真性不連続に作用するようなGの離散部分群のみに興味があるので，そ

れを抽出するためHom(Γ, G)の部分集合R(Γ, G; X)を以下のように定義する．

R(Γ, G; X) = {ϕ ∈ Hom(Γ, G) : ϕは単射，ϕ(Γ)はXに真性不連続かつ

自由に作用する} (1)

ここで，Xへの作用が自由5という条件はおまけである（Γが捩れ元のない離散群なら
ば，真性不連続という条件から自由という条件は自動的に出る）．

3この条件だけで，Γには強い制約がかかることがある．たとえば，このような Γは有限群しかない
というのが Calabi–Markus現象である．

4この場合はX には Gが等長変換群として作用するようなリーマン計量を入れることができる．
5すなわち，γ · x = x =⇒ γ = eがすべての x ∈ X に対して成り立つ．
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注意 2.1 なお，R(Γ, G; X)の定義ではGのX への作用が推移的であることを仮定し
ていない．X がリー群Gの等質空間G/H として表される場合には [4, 7] で定義した
R(Γ, G,H)という集合はここでのR(Γ, G; G/H)に相当する．さらにX = G/HかつH

がコンパクト部分群のときのR(Γ, G; G/H)はWeil [12]の定義した集合R(Γ, G)に対応
している．6

R(Γ, G; X)の基本的な性質を列挙しよう．

1) ϕ ∈ R(Γ, G; X)ならば，商空間ϕ(Γ)\Xはハウスドルフであって，自然な商写像

X → ϕ(Γ)\X

が被覆写像となる．特に ϕ(Γ)\Xには多様体の構造を入れることができる．

2) R(Γ, G; X)はHom(Γ, G)のG-不変な部分集合である．すなわち，ϕ ∈ Hom(Γ, G), g ∈
Gに対して ϕg ∈ Hom(Γ, G)を

ϕg(γ) := gϕ(γ)g−1

と定めると，
ϕ ∈ R(Γ, G; X) =⇒ ϕg ∈ R(Γ, G; X)

が成り立つ．さらに，

X
∼−→ X

−→ −→

ϕ(Γ)\X ∼−→ ϕg(Γ)\X

x 7−→ gx

7−→ 7−→

ϕ(Γ)x 7−→ ϕg(Γ)gx

によって ϕ(Γ)\Xと ϕg(Γ)\Xは自然に同型になる．

1)は ϕ ∈ R(Γ, G; X)がXのクリフォード–クライン形 ϕ(Γ)\Xの ‘パラメータ空間’

であることを意味している．さらに 2)を考慮に入れて，‘無駄な変形’ を省いた空間

T (Γ, G; X) = R(Γ, G; X)/G

を変形空間 (deformation space)とよぶことにする7．

例 2.2 G = PSL(2, R), X =上半空間，Mgを種数g (≥ 2)の閉リーマン面，Γ = π1(Mg)

とすると，T (Γ, G; X)はMgのタイヒミュラー空間に他ならない．

6H がコンパクトの場合は，離散部分群⇐⇒作用が真性不連続である．
7R(Γ, G; X)はAut(Γ)×Gの作用で不変なHom(Γ, G)の部分集合である．この作用で割った商空間

M(Γ, G; X) = Aut(Γ)\R(Γ, G; X)/G はモジュライ空間を一般化した概念である（[7]参照）．

4



さて，もとの ‘素朴な問題’ に戻ろう．
Xに真性不連続に作用するGの離散部分群を Γとし，

ϕ0 : Γ ↪→ G

を対応する包含写像とする．Γ′ が Γに十分近いというのは，Γ′ が単射な準同型写像
ϕ : Γ → Gの像であり（従って Γ′と Γは抽象群としては同型である），Hom(Γ, G)の
位相に関して ϕは ϕ0に十分近いと定義するのである．
この設定の下で，(R′)は

ϕ0 ∈ V ⊂
open

Hom(Γ, G)

となる開近傍 V であって，

任意のϕ ∈ V に対して，適当な g ∈ Gを選べば ϕ = ϕg
0となる (2)

と再定式化できる．このとき，ϕ0 ∈ V ⊂ G ·ϕ0となるので，G ·ϕ0 ⊂ G ·V ⊂ G ·ϕ0が
成り立ち，従ってG · ϕ0 = G · V となる．G · V は開集合 gV の和集合であるから，こ
れも開集合である．逆にG · ϕ0が開集合ならば V = G · ϕ0とおけば (2)は明らかに成
り立つ．よって，

(R) （ϕ0における局所剛性）G ·ϕ0はHom(Γ, G)における開集合である

は (R)′を定式化したものといえる．ϕ0 ∈ R(Γ, G; X)なのでG ·ϕ0 ⊂ R(Γ, G; X)となっ
ていることに注意しよう．
同様に考えて，(S′)は

(S) （ϕ0の安定性）Hom(Γ, G)における開集合 V であって

ϕ0 ∈ V ⊂ R(Γ, G; X)

となるものが存在する

と述べることができる．
以下ではこの定式化で考えよう．定義より明らかに次が成り立つ．

定理 2.3 ((R) ⇒ (S)) Γ ⊂ Gが局所剛性ならば，X における変換群として安定で
ある．

例 2.4 (リーマン対称空間の場合 [12]) X が既約リーマン対称空間G/K，ϕ0(Γ)はG

の捩れ元のない一様格子とする．このとき Selberg，Weilは次のことを証明した．

• g 6= sl(2, R) =⇒ (R)が成り立つ．

• (S)は常に成り立つ．
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例 2.5 (3次元ローレンツ対称空間の例 [2]) 原論文の定式化は異なるが，ここで導入
した (R), (S)を用いれば

X = (G′ × G′)/∆(G′), g′ = sl(2, R)

のときにGoldmanは

• (R)が成り立たない一様格子 Γ = Γ′ × 1が存在する

ことを証明し，これを non-standard Lorentz formと呼んだ．さらに

• (S)は成り立つだろうか

という問題を（特定の変形8に対して）提起した．

[9]の序文に述べられた次の初等的な例は，対称空間の一様格子であっても一般には
(R)も (S)も成り立たないことを示すものである．

例 2.6 (アファイン対称空間の例) X = Rをアファイン対称空間 G/H とみなす．こ
こで

G =

{(
a b

0 1

)
: a > 0, b ∈ R

}
' R>0 n R,

H =

{(
a 0

0 1

)
: a > 0

}
' R>0.

このとき Γ = Zとすると，

Hom(Γ, G)' G = {(a, b) : a > 0, b ∈ R}
∪

R(Γ, G; X) ' {(1, b) : b 6= 0}

となり，R(Γ, G; X)はHom(Γ, G)の開集合ではない．従って (R)も (S)も成り立たな
い．特に，どの ϕ ∈ R(Γ, G; X)もXの一様格子 ϕ(Γ)を定めるが，安定ではない．
なお，同じ空間X = Rをリーマン対称空間G′/K ′，但しG′ = K ′ n R, K ′ = SO(1)

とすればR(Γ, G′; X) = R(Γ, G; X)は明らかにHom(Γ, G′) ' R の開集合であり，(R)

も (S)も成り立つことに注意しよう．

例 2.6ではGは可解リー群であり，ΓはXの一様格子であった．Gがべき零リー群，
Γが一様格子の場合は (S)は成り立つ（吉野）．一方，Γが一様格子ではない場合には
(R)も (S)も成り立たない例を構成することができる ([9])．

例 2.7 (べき零対称空間の例) Gが 2 stepべき零リー群，Γが可換な離散部分群の場合
の変形空間の例が [9, 13]で具体的に求められている．

8後述する (3)であって ρの像が可換かつ非コンパクトの場合
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3 半単純リー群多様体の不連続群
等長変換が豊富に存在する擬リーマン多様体として半単純リー群G自身をとりあげ

よう．この節では，リー群は線型であるか，あるいはその有限被覆群であると仮定する．
最初に変換群の立場から多様体Gを等質空間として表示する 2通りの視点を述べる．

1© 2©

G/{e} ' (G × G)/∆G

左からの作用のみ 左と右からの作用
リーマン 擬リーマン

ここで∆Gは直積群G × Gの部分群 {(g, g) : g ∈ G} を表す．∆Gは直積群G × Gを
多様体Gに

G → G, x 7→ g1xg−1
2

として作用させたとき，原点 eにおける固定部分群に他ならない．
Gが単純リー群ならば，TeG ' gにおけるKilling形式（あるいはその定数倍）をG

で左移動することによってG上の擬リーマン計量が得られる（右移動しても同じもの
が得られる）．このとき，直積群G × Gはこの擬リーマン計量に関する等長変換群と
して作用する．このような擬リーマン計量は定数倍を除いて一意的である．すなわち
2©の立場では不変な計量は内在的である．なお，g = k + pをGのリー環 gのCartan

分解とするとき，この擬リーマン計量の符号は (dim p, dim k)である．
一方，多様体Gを等質空間G/{e}とみた 1©の立場では，任意符号の擬リーマン計

量（特にリーマン計量）であって，Gがその計量に関して等長変換として作用するも
のが存在する．すなわち， 1©の立場では変換群が（推移的とはいえ） “小さい” ため，
不変な計量はたくさんあり，それらは一般には内在的なものではない．

例 3.1 G = SL(2, R)のとき，Killing形式を用いることにより，Gに 3次元の定曲率
ローレンツ多様体9の構造を与えることができる．この場合はリー群の局所同型

SL(2, R) × SL(2, R) ≈ SO(2, 2)

を使えば，G×G/∆Gがローレンツ対称空間 SO(2, 2)/SO(2, 1)と局所微分同相（2重
被覆）になっていることがわかる．

さて，
Γ ⊂ G

9すなわち，計量の符号が (2, 1)で，断面曲率が定数であるような多様体
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をGの離散部分群とする．多様体Gへ Γを左から作用させるということは 2©の立場
では

Γ × 1 を (G × G)/∆G

に作用させることに他ならない．従って 2©では Γの左作用の変形は準同型写像

Γ × 1 → G × G

を変形させることによって定義できる． 1©の立場と 2©の立場で局所剛性定理がどのよ
うに違うかを比較しよう．以下ではGを単純リー群としΓ ⊂ GをGの一様格子とする．

定理 3.2 (Selberg–Weilの局所剛性定理 [12]) 立場 1©で考えたとき，連続変形でき
る一様格子が存在する⇔ G ≈ SL(2, R) （局所同型）

定理 3.3 (群多様体の局所剛性定理 [6]) 立場 2©で考えたとき，連続変形できる一様格
子が存在する⇔ G ≈ SO(n, 1) または SU(n, 1) （局所同型）

定理 3.3によって，既約な半単純対称空間の剛性定理は，高次元でも成り立たない系
列が存在することがわかる．

定理 3.3の証明のスケッチ
⇒) リー環のコホモロジーの計算を用いる．
⇐) G = SO(n, 1), SU(n, 1)のときにはΓ/[Γ, Γ]が無限群になるような一様格子Γが

存在する10．そこで例えば，準同型写像 Γ/[Γ, Γ] → G（このような準同型写像全体を
Gの内部同型で割った空間は rank Γ/[Γ, Γ] rank Gの次元をもつ）と Γ → Γ/[Γ, Γ]を合
成することによりHom(Γ, G)の元を作ることができる．不連続群が構成できることを
示すのには後述の定理 3.8を用いる．

定理 3.3で述べた変形空間の構造をもう少し精密に見よう．

ρ : Γ → G

を準同型写像とすると，G × Gの部分群

Γρ := {(γ, ρ(γ)) : γ ∈ Γ} (3)

が定まる．Γρは抽象群としてはΓと同型なので，変形パラメータ ρによってΓを 2©の
立場で変形したとみなせる．まず，G = SO(n, 1)あるいは SU(n, 1)の場合，群多様体
G × G/∆Gの不連続群 Γ̃としてどのような形が許されるだろうか．

Kulkarniと Raymondは 3次元のローレンツ空間形の研究において，G = SL(2, R)

の左右からの群作用を考察し，次の定理を証明した．
10G = SO(n, 1)の任意の一様格子 Γに対して Γ/[Γ, Γ]は無限群であるだろうという予想は Thurston
の予想（および，その高次元の一般化）として知られる．数論的部分群に対する肯定的な結果はあるが，
一般には現在も未解決である
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定理 3.4 (Kulkarni–Raymond [11]) G = SL(2, R)とする．3次元の群多様体Gに
真性不連続に作用するG × Gの離散部分群は，もしそれが捩れ元を含まないならば適
当な Γ ⊂ Gと ρ ∈ Hom(Γ, G) を用いて Γρの形（あるいは左右を逆にしたもの）に表
される．

この定理は [3]（あるいはもっと強い形としては [5]）で証明された作用の固有性の判
定条件を用いることによって次の形に拡張された．

定理 3.5 ([4]) 実階数が 1の半単純リー群Gに対して，定理 3.4と同じ結論が成り立つ．

注意 3.6 逆に実階数≥ 2の場合には，Γ1 × Γ2（但し Γ1, Γ2はGの離散部分群）の形
の不連続群も存在することが証明されている ([4])．特に，実階数≥ 2の場合には定理
3.4の結論は成り立たない．

定理 3.5の証明のスケッチ 以下では真性不連続性の判定条件を与えるために [5]で導
入された記号∼,tを用いる11．

Γ̃ ⊂ G × Gを 2©の立場の不連続群とし，Γ1 = Γ̃ ∩ (G × 1), Γ2 = Γ̃ ∩ (1 × G) とお
く．Γ1またはΓ2の少くとも１つが単位元だけからなる群 {e} であることを言えばよい
（実際Γ2 = {e}が示されれば，ϕ = (ϕ1, ϕ2)と表すとき，Γ̃∩Ker ϕ1 = {e}であるから，
ϕ1は単射となる．そこで Γ = ϕ1(Γ̃)，ρ = ϕ2 ◦ ϕ−1

1 とおけばよい）．さらに，Γ̃には捩
れ元が存在しないという仮定の下では，Γ1あるいはΓ2が有限群であることを言えばよ
い．このために次の補題を用いる．

補題 3.7 Gが実階数 1の半単純リー群とする．このとき，Gの任意の離散部分群 Γに
対して，Γ ∼ Gが成り立つ12．

この補題より，Γ1と Γ2の両方が無限群ならば，

Γ1 × Γ2 ∼ G × G (4)

が成り立つ．然るに Γ̃ t ∆Gであるから，特に (Γ1 × Γ2) t ∆G が成り立つ．従って
(4)よりG×G ∼ ∆Gとなるが，これが成り立つのはGがコンパクト群に限るので，G

が実階数 1であることに矛盾する．よって Γ1あるいは Γ2の少くとも一方は有限群で
なければならない．これで定理が証明された． ¤

局所剛性が成り立たない群多様体 G = SO(n, 1), SU(n, 1)はいずれも実階数 1の半
単純群である．そこで前述の定理が適用できる．

Γρと (id×ρ) ∈ Hom(Γ, G × G)を同一視すると

Hom(Γ, G) ⊂ Hom(Γ, G × G), ρ 7→ Γρ

11∼や t は群構造（の一部）さえ忘却して ‘粗い’ 概念で不連続性を捉えたものであるが，詳しい定
義やその意義は [7]あるいは [8]の解説文を参照されたい

12すなわち，Gのコンパクト部分集合 S を適当にとれば，SΓS = Gが成り立つ
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という埋め込みが得られる．そこで，真性不連続な作用のパラメータ空間

R(Γ, G × G; G) ⊂ Hom(Γ, G × G)

をHom(Γ, G)の切り口で調べよう．すなわち，ΓをGの一様格子としたとき，どのよ
うな ρに対して ΓρがGに真性不連続に作用するかを考えるのである．特に ρ = 1のと
きΓ1 = Γ× 1であるから，Γ1が安定であるか（すなわち，ρと 1が十分近ければΓρは
Gに真性不連続に作用するか？）を考えよう（Goldmanの提起した問題（例 2.5参照）
の一般化）．
以下，Gを半単純リー群（rankR G = 1は仮定しない），ΓをGの一様格子とする．

G/Kの適当なコンパクト集合 Sをとれば

π(S) = Γ\G/K

となる．ここで π : G/K → Γ\G/Kは自然な商写像である．このような Sを１つ選ん
でおく．ΓはG/Kに真性不連続に作用するので

ΓS := {γ ∈ Γ : γ · S ∩ S 6= ∅}

は有限集合である．distをリーマン対称空間G/K の距離とし，o = eK ∈ G/K とお
く．またコンパクト集合間の距離は最小距離として定める．

T := min
γ /∈ΓS

dist(γ · S, S)

Mρ := max
γ∈ΓS

dist(ρ(γ) · o, o)

とおく．T は論文 [6]では νΓと表記した正数に対応する．例えば ρ = 1ならばMρ = 0

である．
Hom(Γ, G) → R, ρ 7→ Mρ

は連続関数であることに注意しよう．
次の定理は論文 [6]の第 3節の内容を要約したものである．

定理 3.8 Mρ < T ならばΓρはΓと（抽象群として）同型であり，さらにΓρ ∈ R(Γ, G×
G; G).

すなわち，1に十分近い ρ ∈ Hom(Γ, G)によって Γの左作用（Γ × 1 = Γ1の作用）を
G × G内で変形して得られる ΓρはGに真性不連続に作用する．従って，Goldmanの
提起した問題（例 2.5参照）は SL(2, R)だけでなく，一般の半単純リー群の一様格子
に対しても正しいことが示された． ¤

R(Γ, G×G; G)（あるいは，本質的に同じことであるが，変形空間 T (Γ, G×G; G)）
についてはまだまだ多くの基本的な性質が解明されていない．ここで次の問題を提起
しておこう．
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問題 G = SO(n, 1), SU(n, 1)とする．特定の一様格子Γに対して変形空間T (Γ, G×
G; G)の次元を決定せよ13．
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