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Kを完備離散付値体とし，GK = Gal(K̄/K)をその絶対Galois群とする．[5]では、
Kの剰余体 F が完全という仮定のもとで、GK の分岐群によるフィルトレイションが
定義されている．ここでは，剰余体が一般の完備離散付値体に対し，GK の分岐群に
よるフィルトレイションの定義を解説し，その性質をいくつか紹介する。詳細は論文
[1],[2]にあるので、ここではおもに考え方を説明する．

1.　上つき分岐群
1.1 定義.
Lを完備離散付値体Kの有限次Galois拡大とし，G = Gal(L/K)をそのGalois群

とする．OLを Lの整数環，mLを極大イデアルとすると、Gの下つき分岐群およびそ
の log版は

Gi =Ker(G→ Aut(OL/mi
L)),

Gi,log =Ker(G→ Aut(L×/(1 + mi
L))

(i ∈ Z,≥ 1) で定義される．Gi ⊃ Gi,log ⊃ Gi+1 であり，G1は惰性群，G1,logは暴分岐
群つまりG1の p-Sylow部分群である．
下つき部分群はこのように簡明な定義をもつが、商とは両立せず、したがって絶対

Galois群のフィルトレイションを定めない。ここでは、これと対照的な性質をもつ上つ
き分岐群を扱う。上つき分岐群は定義の簡明さでは劣るが、商と両立し、絶対Galois
群のフィルトレイションを定める。剰余体が完全体なら、これらはHerbrand関数で結
びつくが一般にはそうではない。そこで、上つき分岐群を直接定義する。
手始めに、下つき分岐群の定義を幾何的に言い換えてみる。整数環OLの生成系と

関係式をとり，OL = OK [T1, . . . , Tn]/(f1, . . . , fm) と表す．すると

G = {x = (x1, . . . , xn) ∈ On
K̄ |f1(x) = · · · = fm(x) = 0} ⊂ On

K̄

と同一視される．K の正規離散付値の K̄ への延長も ordで表し，x, y ∈ On
K̄
に対し，

d(x, y) = exp(−mini=1,... ,n ord(xi − yi)) とおく。すると x, y ∈ Gと正の整数 i ∈ Z, > 0
に対し，

x ≡ y mod Gi ⇐⇒ − log d(x, y) ≥ i

である．この意味で、下つき分岐群は、Galois群の元どうしの近さを距離で計って定
まるものである。
上つき分岐群を定義するには、Galois群の元どうしの近さを距離とは異なる概念を

用いて次のように測る。有理数 j > 0に対し，部分集合Xj(K̄) ⊂ On
K̄
を

Xj(K̄) = {x ∈ On
K̄ |ordfi(x) ≥ j, i = 1, . . . , m}

で定義する．Xj(K̄)は次の節でみるように，K上のあるアフィノイド多様体Xjの K̄
有理点全体の集合である．G =

⋂
j>0 Xj(K̄)である．
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定理 1 Kを完備離散付値体とし，Lをその有限次Galois拡大とする
1. 条件
x, y ∈ Gal(L/K)に対し，

(1) x ≡ y mod Gj ⇐⇒ x, yはXj

K̄
の同じ連結成分に属する

をみたす Galois群Gal(L/K)の正規部分群の減小族 (Gal(L/K)j)j∈�,>0 が定まる．減
小族 (Gal(L/K)j)j∈�,>0 はOLの生成系や関係式のとり方によらない．

2. M を Lを含むKの有限次Galois拡大とすると，Gal(M/K)の上つき分岐群に
よるフィルトレイション (Gal(M/K)j)j∈�,>0 は商群Gal(L/K)の上つき分岐群による
フィルトレイション (Gal(L/K)j)j∈�,>0 をひきおこす．

ここでは証明しないが，0 < j ≤ 1に対し Gj は Gの惰性群である．また G1+ =⋃
j>1 GjはGの暴分岐群である．Kの剰余体が完全ならGal(L/K)の上つき分岐群は
古典的なものと一致する．

log構造を使って，log上つき分岐群 (Gj
log)j∈�,>0 も定義され，こちらの方が重要と

考えられる。G0+
log =

⋃
j>0 Gj

logはGの暴分岐群である．しかし、こちらの定義には log
構造について復習する必要があるのでここでは省略する．

1.2 アフィノイド多様体.
定理 1の証明の方針を述べる前に、アフィノイド多様体について簡単にまとめてお

く。詳しくは本 [3]がある．日本語による解説としては [4]がある．
πを完備離散付値環OK の素元とする．OK上有限生成平坦な環Aの π進完備化 Â

の係数拡大 Â⊗OK
K と同型なK上の環をK上のアフィノイド環という．アフィノイ

ド環はNoether環である．K上のアフィノイド環がスムースであるとは，形式的にス
ムースであることをいう．

K 上のアフィノイド多様体は点集合としては，K上のアフィノイド環AK の極大
イデアルの集合 Spm AKである．K上のアフィノイド多様体の圏は，K上のアフィノ
イド環とそのK 上の連続準同型がなす圏の反転圏である．A = OK[T1, . . . , Tn] のと
き，AK をK〈T1, . . . , Tn〉 で表し，Tate環とよぶ．アフィノイド環はTate環の商環と
同型である．Tate環K〈T1, . . . , Tn〉 の定めるアフィノイド多様体がK上の n次元閉円
板Dnである．
アフィノイド多様体Xの K̄有理点は、K上の連続環準同型AK → K̄と 1対 1に対

応する．これはさらにOK 上の環準同型A → OK̄ と 1対 1に対応する．例えば，n次
元閉円板Dn

K の K̄有理点全体の集合はOn
K̄
である．

アフィノイド多様体XK̄ の連結成分は、Zariski位相に関するもの，つまり座標環
AK⊗K K̄の既約な巾等元で定義されるものとなる．x, y ∈ X(K̄)を、環の準同型fx, fy :
AK ⊗K K̄ → K̄に対応するXの K̄有理点とすると、x, yがXK̄の同じ連結成分にはい
るとは、環AK ⊗K K̄ の任意の巾等元 eに対し fx(e) = fy(e)となることである．
全射 A = OK [T1, . . . , Tn] → OLをとり，その核を I とする．有理数 j = m/n > 0

に対し，Aj
K を A ⊗OK

K の部分環 A[In/πm]の π進完備化のK への係数拡大とする．
これは素元 πのとり方や有理数 jの分数表示によらず、全射 A → OLと jだけで定ま
るK 上のスムースなアフィノイド環である．前節のアフィノイド多様体Xjはアフィ
ノイド環Aj

Kが定めるアフィノイド多様体 Spm Aj
Kである．Xjの K̄値点は、OK上の
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環準同型A → OK̄で I の像がイデアルmj = {x ∈ OK̄|ord x ≥ j}に含まれるものと 1
対 1に対応する．

1.3 ファイバー関手.
定理 1は，Galois群を直接考えるかわりに、ファイバー関手の言葉でいいかえて証

明される。
EtKをKの有限次分離拡大有限個の直積環のなす圏の反転圏とし，GK-(Sets)で絶対

Galois群GKの連続な作用をもつ有限集合のなす圏を表す．関手Φ : EtK → GK-(Sets)
をΦ(L) = HomK 上の環準同型(L, K̄) で定めると、これは圏の同値を与える．この関手を
ファイバー関手とよぶ．

Galois群 GK の閉正規部分群 N は，ファイバー関手 Φの商関手 ΦN を ΦN(L) =
N\Φ(L) とおくことにより定める．逆に次がなりたつ．

命題 2 ファイバー関手Φ : EtK → GK-(Sets) の商関手Φ′が，条件
(1) Φ′(L×M) = Φ′(L)

∐
Φ′(M).

(2) L ⊂M ならば，Φ′(L)はΦ(L)とΦ′(M)のΦ(M)上のファイバー和である．
をみたすとする. Galois 群GKの閉正規部分群N をN =

⋂
L Ker(GK → AutΦ′(L)) で

定めると，Φ′はΦN と同型である．

定理 1の証明は，有理数 j > 0に対し，ファイバー関手 Φの商関手 Φj がΦj(L) =
π0(X

j
K̄

) = {Xj
K̄
の連結成分 }とおくことで定まり，これが命題 2の条件をみたすこと

を示すことに帰着される．商関手 Φj が定まり，命題 2の条件をみたしたと仮定して，
定理 1を導く．命題 2で定まるGK の閉正規部分群をGj

K とおく．K の有限次 Galois
拡大Lに対し，Gal(L/K)jをGj

KのGal(L/K)の像と定義する．Φ(L)をGal(L/K)と
同一視すると，命題 2より，Φj(L)はGal(L/K)j\Gal(L/K) と同一視される．よって
1が示された．2は定義より明らかである．
商関手Φjが定まり，命題 2の条件をみたすことの証明の詳細は論文 [1]に譲る．証

明の要点は次のとおりである。上の記号で I = (f1, . . . , fn) としたとき，Si �→ fiで定
義される環の準同型 OK [S1, . . . , Sn] → A = OK [T1, . . . , Tn] は，アフィノイド多様体
Xj から n次元閉円板の有限平坦射Xj → Djを定め、さらにこの射によるDjの原点
の逆像がΦ(L)となること、およびこれの相対版である．

2.　次数商
2.1 可換性.　ここでは次の定理の証明を解説する．

定理 3 Lを局所体Kの有限次Galois拡大とし，GをそのGalois群とする．素数 pが
Kの素元でないならば，有理数 j > 0に対し，商群Gj/

⋃
j′>j Gj′ は可換群である。

log版については，任意の局所体Kと有理数 j > 0に対し，商群Gj
log/

⋃
j′>j Gj′

log は
可換群である。

定理 3の証明の方針は次のとおりである。j ≤ 1なら簡単なので、以下 j > 1と
する．F̄ でK の分離閉包 K̄ の剰余体を表す．F̄ はK の剰余体 F の代数閉包である．
GK-(Aff/F̄ )で，次の条件をみたすGKの連続な作用をもつ F̄ 上有限生成な環の圏の反
転圏を表す．
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K の有限次 Galois拡大 L の剰余体 E 上有限生成な環 AE と AE への Galois群の
Gal(L/K) の作用でEへの作用と両立するものを F̄ へ定数拡大してえられる。
定理 1の証明では，関手Φj : EtK → GK-(Sets) を使った。定理 3を証明するには，ま
ず関手Φj : EtK → GK-(Sets) を

EtK
X̄j−−−→ GK-(Aff/F̄ )

π0−−−→ GK-(Sets)

のように分解する。ここで π0は連結成分の集合を対応させる関手を表す．
LをKの有限次Galois拡大とすると，F̄ 上の有限型アファイン・スキーム X̄j(L)は

次のように絶対Galois群GKの左作用とGalois群Gal(L/K)の右作用をもつ．GKの左
作用は X̄j(L)が圏GK-(Aff/F̄ ) の対象として定義されることから定まる．この左作用
を数論的な作用とよぶ．Galois群Gal(L/K) の右作用は、X̄jの関手性より定まる．こ
の右作用を幾何的な作用とよぶ．X̄j(L)を集合F (L) = HomK 上の準同型(L, K̄) の類似と
考えれば，幾何的作用は合成Hom(L, K̄)×Gal(L/K)→ Hom(L, K̄) : (f, σ) �→ f ◦ σ
に対応し，数論的作用はGK × Hom(L, K̄) → Hom(L, K̄) : (σ, f) �→ σ ◦ f に対応す
る．定義より，数論的作用と幾何的作用は可換である．

Kの有限次分離拡大Lと有理数 j > 0に対し，Φ(L)→ Φj(L)が全単射であるとき，
つまり，Gj

KがLに対応する開部分群に含まれるとき，Lの分岐は jでおさえられると
いう．jより大きい任意の有理数 j′ > jに対し，Lの分岐が jでおさえられるとき，L
の分岐は j+でおさえられるという．
定理 3を示すには，LがKの有限次Galois拡大で、その分岐が j+でおさえられる

とき，Galois群Gal(L/K)の分岐群Gal(L/K)jが可換群であることを示せばよい．し
たがって定理 3は次の補題から従う．

補題 4 LをKの有限次Galois拡大，j > 1を有理数とし，Lの分岐が j+でおさえら
れるとする。X̄j(L)0を X̄j(L)の連結成分とする．
分岐群Gal(L/K)j, Gj

Kはそれぞれ幾何的作用，数論的作用に関し, X̄j(L)0を保つ。
さらに, 幾何的作用が定める準同型Gal(L/K)j → Aut (X̄j(L)0/X̄

j(K)) は同型であり，
数論的作用が定める準同型Gj

K → Aut (X̄j(L)0/X̄
j(K)) は全射である．

以下，関手 X̄jの構成と，補題 4の証明を解説する．簡単のため，Kは次の条件を
みたすと仮定する。
(F) Kは標数 p > 0である．Kの剰余体 F はその完全な部分体F0上有限生成である．
条件 (F)のもとでは、関手 X̄j : EtK → GK-(Aff/F̄ ) は、合成関手

EtK
Xj−−−→ (Affinoid/K)

X �→X̄−−−→ GK-(Aff/F̄ )

として定義される．ここで (Affinoid/K) はK上のスムースなアフィノイド多様体の圏
を表す．次の 2.2節で関手Xj : EtK → (Affinoid/K) を、2.3節で関手 (Affinoid/K)→
GK-(Aff/F̄ ) : X �→ X̄ を構成する。

2.2 アフィノイド多様体の関手的構成.
第 1節では，多項式環からの全射OK [T1, . . . , Tn]→ OL を使ってアフィノイド多様

体Xj を構成した．m ∈ OK [T1, . . . , Tn]をOLの極大イデアルのひきもどしとすると，
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これはOK [T1, . . . , Tn]のmでの完備化Aと全射A→ OL にしかよらない．環AはOK

上スムースな環の極大イデアルでの完備化である．このような環とOLへの全射の対を
関手的に構成し，有理数 j > 0に対し，関手Xj : EtK → (Affinoid/K) を定義する．

LをKの有限次分離拡大とし、A = OLを付値環とする．環Aに対し，(A⊗F0 OK)∧

を，lim←− n(A/mn
A⊗F0OK)�と定める．ここでmAはAの極大イデアルで，(A/mn

A⊗F0OK)�
は，商環A/mn

A ⊗F0 OK の極大イデアルKer(A/mn
A ⊗F0 OK → A/mA) での局所環を表

す．恒等写像A→ Aと標準単射OK → OLは全射A→ A = OLをひきおこす．
AはOK上スムースな環の極大イデアルでの局所環の完備化であることを示す．剰

余体 F の完全部分体 F0上の超越次数を dとする．条件 (F)より，Aは F0上スムース
な d + 1次元の環 A0の高さ 1の素イデアル pでの局所環 A0,�の完備化と同型である．
よってAはOK 上スムースな環A0 ⊗F0 OKの，準同型A0 ⊗F0 OK → A : x ⊗ y �→ xy
による極大イデアルの逆像mでの局所環 (A0 ⊗F0 OK)�の完備化と同型である．
環の全射準同型A→ Aを使ってアフィノイド多様体Xjを 1.2節と同様に定義する．

j = m/nとし，Aj
K をAの部分環A[In/πm] の π進完備化のKへの係数拡大とする．

Aj
KはK上のアフィノイド環であり，K上のアフィノイド多様体Xj = Spm Aj

K を定
める．環の準同型A→ AはOLだけで定まるから，アフィノイド多様体Xj = Xj(L)
は Lと jだけで定まる．有限次分離拡大 Lに対しアフィノイド多様体Xj(L) を対応
させることにより，関手 Xj : EtK → (Affinoid/K) が定義される．Xj(L)K̄ の連結
成分の集合 π0(X

j(L)K̄) は 1.3節で定義された Φj(L)と一致する．いいかえると関手
Φj : EtK → GK-(Sets) は、合成関手

EtK
Xj−−−→ (Affinoid/K)

X �→π0(XK̄)−−−−−−→ GK-(Sets)

と一致する．
OK 加群 Ω̂1

OK/F0
= lim←− nΩ1

(OK/�n
K)/F0

は階数 d + 1の自由OK 加群である．有理数 j

に対し，mj

K̄
= {x ∈ OK̄ |ord x ≥ j}とおく．アフィノイド多様体Xj(K)の K̄ 有理点

全体は，標準的に d + 1次元閉円板HomOK
(Ω̂1

OK/F0
, mj

K̄
)と同一視される．Kの有限次

分離拡大Lに対し，標準写像Xj(L)→ Xj(K) による，原点 0 ∈ HomOK
(Ω̂1

OK/F0
, mj

K̄
)

の逆像は標準的にΦ(L) = Hom(L, K̄)と同一視される．

2.3 安定正規整構造.
ここでは関手 (Affinoid/K)→ GK-(Aff/F̄ ) について解説する．
基礎となるのは次の定理である．K上のアフィノイド環AKに対し，AKの部分環

Aで，OK上有限生成な環の π進完備化と同型かつAK = A⊗OK
K となるものをAK

の整構造とよぶ．

定理 5 (Grauert-Remmertの有限性定理) AK をK 上のスムース・アフィノイド環と
する．このときKの有限次拡大K ′と，係数拡大AK ′ = AK ⊗K K ′ の整構造AOK′ で，
AOK′ ⊗OK′ F̄ が被約であるものが存在する．
さらにK ′′をK ′の有限次拡大とし，AOK′′を係数拡大AK ′′ の整構造で，AOK′′⊗OK′′ F̄

が被約なものとすると，AOK′′ = AOK′ ⊗OK′ OK ′′ である．

定理 5のような整構造AOK′ を安定正規整構造とよぶ．定理 5の後半部分より，F̄
上有限生成な環AOK′ ⊗OK′ F̄ は，安定正規整構造のとり方によらない．さらにこれは，
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自然なGalois群GKの連続作用をもつ．K上のスムース・アフィノイド環AK に対し，
GKのこの連続作用をもつ F̄ 上有限生成な環AOK′ ⊗OK′ F̄ を対応させることにより関
手 (Affinoid/K)→ GK-(Aff/F ) が定まる．
環 AOK′ は正規だから，AK ′ = AOK′ ⊗OK′ K ′ の巾等元は，AOK′ に含まれる．F ′

をK ′の剰余体，π′をK ′の素元とすると，AOK′ は π′進完備だから，AOK′ の巾等元は
AF ′ = AOK′ ⊗OK′ F ′ の巾等元と 1対 1に対応する．したがってアフィノイド多様体
X = Spm AK , とアファイン・スキ－ム X̄ = Spec AOK′ ⊗OK′ F̄ に対し，連結成分の
集合 π0(XK̄) と π0(X̄) は標準的に同一視される．以上のことより，関手 Φj : EtK →
GK-(Sets) は、合成関手

EtK
Xj−−−→ (Affinoid/K)

X �→X̄−−−→ GK-(Aff/F̄ )
π0−−−→ GK-(Sets)

として表される．関手 X̄j : EtK → GK-(Aff/F̄ ) は、左 2つの関手の合成関手EtK
Xj→

(Affinoid/K)
X �→X̄→ GK-(Aff/F̄ ) として定義する．

2.4　可換性の証明.
G1+

K が暴惰性群 PKだから，j ≤ 1の場合は簡単なので，j > 1とする．
補題 4の証明の鍵となるのは次の命題である．1次元 F̄ 線型空間 {x ∈ OF̄ |ord x ≥

j}/{x ∈ OF̄ |ord x > j}をN jで表す．F̄ 上のアファイン・スキーム X̄j(K)は，F̄ 上の
線型空間Θj = HomF (Ω̂1

OK/F0
⊗OK

F, N j)と標準的に同一視される．特に，数論的作用
に関し暴分岐群 PK ⊂ GK は X̄j(K) = Θj に自明に作用する．原点 0 ∈ Θjに対応する
X̄j(K)の点は，Kの恒等写像に対応するXj(K)の点の還元である．

命題 6 Lを分岐が j+でおさえられるKの有限次分離拡大とする．F̄ 上のアファイン・
スキームの射 X̄j(L)→ X̄j(K) = Θjは有限エタールである．0 ∈ Θj = X̄j(K)の逆像
はΦj+(L) = Φ(L) = Hom(L, K̄)と同一視される．

命題 6の証明は省略する．命題 6から補題 4は次のように導かれる．Lを分岐が j+
でおさえられるKの有限次Galois拡大とする．命題 6により，Hom(L, K̄) ⊂ X̄j(L)と
考える．GKの数論的作用のHom(L, K̄)への制限はGK×Hom(L, K̄)→ Hom(L, K̄) :
(σ, f) �→ σ◦f であり，Gal(L/K)の幾何的作用のHom(L, K̄)への制限はHom(L, K̄)×
Gal(L/K)→ Hom(L, K̄) : (f, σ) �→ f ◦ σ である．
分岐群の定義により，Gj

Kは数論的作用に関し各連結成分を保つ．Gj
K ⊂ PK でPKの

X̄j(K) = Θj への作用は自明だから，数論的作用は準同型Gj
K → Aut(X̄j(L)0/X̄

j(K))
を定める．命題 6より，Aut(X̄j(L)0/X̄

j(K))の位数はGal(L/K)j の位数以下だから，
上の作用の記述より，Gj

K → Aut(X̄j(L)0/X̄
j(K)) は全射である．

命題 6と上の作用の記述より，X̄j(L)は Gal(L/K)の幾何的作用に関し，X̄j(K)
上のGal(L/K)-捻子である．さらに，Gal(L/K)jは各連結成分をたもち，各連結成分
は X̄j(K)上のGal(L/K)j-捻子である．したがって，幾何的作用は同型Gal(L/K)j →
Aut(X̄j(L)0/X̄

j(K)) を定める．

2.5 標準全射 πab
1 (Θj)→ Gj

K/Gj+
K .

有理数 j ≥ 0に対し，Gj+
K を

⋃
j′>j Gj′

K の閉包とする．G1+
K = PKである．最後に標

準全射 πab
1 (Θj)→ Gj

K/Gj+
K の定義を述べる．
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Et<j+
K で，Kの分岐が j+でおさえられる有限次分離拡大有限個の直積環のなすEtK

の充満部分圏を表す．Et<j+
K はGalois圏でそのGalois群はGK/Gj+

K である．定理 3の
証明より，関手 X̄jのEt<j+

K への制限は，関手

Et<j+
K −−−→ (Θjの有限エタールAbel被覆)

を定める．これはGalois群の写像 πab
1 (Θj)→ GK/Gj+

K をひきおこす．分岐群の定義よ
り，これの像はGK/Gj+

K である．
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