
10/05
2(多)変数関数の微分：
・偏微分、合成関数の微分とその応用．・全微分、偏微分の順序交換。・

Taylorの定理。・極大、極小．
重積分
・定義．・累次積分．・応用（面積、体積、重心など）・変数変換公式とそ

の応用
級数
・絶対収束、条件収束．・巾級数、収束半径、項別微積分．

2変数の関数：(参考書 7.1)
実数の対 (x, y)に対し，実数 f(x, y)を対応させる規則．
例　 f(x, y) = x + y, xy, e−x2−y2

, . . .
式で与えられている必要がないのは 1変数のときと同様．
定義域がR

2 = {(x, y)|x, y ∈ R} 全体とは限らない．
例　 f(x, y) =

x

y
, xy = ey log x, . . .

2変数関数の可視化：
まず，定義域について，R

2を平面の点全体の集合と同一視する．
関数のグラフ
{(x, y, z)|(x, y) ∈定義域, z = f(x, y)}は空間R

3の部分集合を定める．こ
れを図示しないといけない．
例：球面の上半分 z =

√
1 − (x2 + y2)

平面 z = ax + by + c

z = ax + by + c上の点の位置ベクトル


x

y
z


 = x


1

0
a


+ y


0

1
b


+


0

0
c




一般の場合：z = f(x, b), z = f(a, y)のグラフをいっぱい書く．
2変数関数の極限： lim

(x,y)→(a,b)
f(x, y)

lim
x→a

(
lim
y→b

f(x, y)

)
や lim

y→b

(
lim
x→a

f(x, y)
)
とは意味が違う．

例：lim
x→0

(
lim
y→0

xy

x2 + y2

)
= 0，lim

y→0

(
lim
x→0

x2

x2 + y2

)
= 0．だが，x = yとして

から x → 0 とすると，lim
x→0

x2

2x2
=

1

2
．

x = r cos θ, y = r sin θとおけば，
xy

x2 + y2
=

sin 2θ

2
。
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10/12 2変数関数の極限： lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)

lim
x→a

(
lim
y→b

f(x, y)

)
や lim

y→b

(
lim
x→a

f(x, y)
)
とは意味が違う．

例：lim
x→0

(
lim
y→0

xy

x2 + y2

)
= 0，lim

y→0

(
lim
x→0

x2

x2 + y2

)
= 0．だが，x = yとして

から x → 0 とすると，lim
x→0

x2

2x2
=

1

2
．

x = r cos θ, y = r sin θとおけば，
xy

x2 + y2
=

sin 2θ

2
。

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = Aとは，(x, y) → (a, b)のとき |f(x, y) − A| → 0とな

ること．(x, y) → (a, b)とは，
√

(x − a)2 + (y − b)2 → 0のこと．
中心を除く円板0 <

√
(x − a)2 + (y − b)2 ≤ rでの，差の絶対値 |f(x, y)−

A|が最大値M(r)をもったとすると、 lim
r→+0

M(r) = 0 となること．

(ε-δ論法でいえば，rが δ, M(r)が ε．)
例：f(x, y) = xyのとき．|xy−ab| = |(x−a)(y−b)+(x−a)b+a(y−b)| ≤

|x − a||y − b| + |x − a||b| + |y − b||a| ≤ r2 + (|a| + |b|)r
lim

(x,y)→(a,b)
f(x, y) = f(a, b)のとき，f(x, y)は (a, b)で連続であるという．

f(x, y)が U の各点で連続なとき，f(x, y)は U で連続という．U が明らかな
とき，単に f(x, y)は連続であるという．

2変数関数の微分：(参考書 7.3)
偏微分 yを定数と考えて xで微分する．y = bとおいて，1変数 xの関

数 f(x, b)を考える．f(x, b)を xで微分する lim
h→0

f(a + h, b) − f(a, b)

h
これが

定義されるとき，f(x, y)は (x, y) = (a, b)で xについて偏微分可能であると
いい，その値を f(x, y)の (x, y) = (a, b)での xに関する偏微分係数とよび
∂f

∂x
(a, b) と表す．同様に，f(x, y)の (x, y) = (a, b)での yに関する偏微分係

数 lim
k→0

f(a, b + k) − f(a, b)

k
=

∂f

∂y
(a, b) を定義する．

他の記号 fx(a, b), fy(a, b)など．

f(x, y)が各点で偏微分可能であるとき，偏導関数
∂f

∂x
(x, y)，

∂f

∂y
(x, y) が

定義される．

例
∂xy

∂y
(x, y) = x

偏微分可能でも連続とは限らない．さっきの例．
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問題 (10/12)　 2変数の関数 f(x, y)を

f(x, y) =

{
x sin

y

x
x �= 0のとき,

0 x = 0のとき

で定義する．
（１）f(x, y)は連続関数であることを示せ．

（２）a �= 0のとき，偏微分係数
∂f

∂x
(a, b)と

∂f

∂y
(a, b) を求めよ．

（３）
∂f

∂y
(0, b) = 0 を示せ．

（４）
∂f

∂x
(0, 0) = 0 を示せ．

（５）b �= 0のとき，
∂f

∂x
(0, b) は定義されないことを示せ．

（６）a, bを定数とする．合成関数 g(t) = f(at, bt) について，g′(0)を求めよ．
（７）f(x, y)は，(x, y) = (0, 0)で全微分可能かどうか調べよ．

3



10/19 全微分：正しい微分の定義は？微分とは 1次近似のことである．
f(x, y)が (x, y) = (a, b)で（全）微分可能であるとは，よく近似する 1次式

があること. 1次式は
∂f

∂x
(a, b)(x − a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − c) + f(a, b) 以外にあり

えないから、

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) −
(

∂f

∂x
(a, b)(x − a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − c) + f(a, b)

)
√

(x − a)2 + (y − b)2
= 0

z =
∂f

∂x
(a, b)(x− a) +

∂f

∂y
(a, b)(y − c) + f(a, b)で定まる平面を接平面という．

合成関数の微分、(参考書 4.4 p.128)
f(x, y)：2変数 x, yの関数．
g(t), h(t):　 tの関数．
合成関数とは、代入して得られる関数 f(g(t), h(t))のこと．
f(x, y) と g(t), h(t)がどれも連続なら，合成関数 f(g(t), h(t))も連続．
意味
微分 (a, b) = (g(c), h(c))とし，g(t), h(t)は t = cで微分可能かつ f(x, y)

は (x, y) = (a, b)で（全）微分可能とする．このとき，合成関数 f(g(t), h(t))
も t = c で微分可能で，

d

dt
f(g(t), h(t))|t=c =

∂

∂x
f(a, b)g′(c) +

∂

∂y
f(a, b)h′(c).

図形的意味：接線は接平面に含まれる．
[証明] 仮定より，

√
(x − a)2 + (y − b)2 ≤ rならば∣∣∣∣f(x, y) − f(a, b) − ∂

∂x
f(a, b)(x − a) − ∂

∂y
f(a, b)(y − b)

∣∣∣∣
≤ k(r)

√
(x − a)2 + (y − b)2

をみたす関数 k(r) → 0 がある．よって，F (t) = f(g(t), h(t))とおくと，∣∣∣∣F (t) − F (c) − ∂

∂x
f(a, b)(g(t) − g(c)) − ∂

∂y
f(a, b)(h(t) − h(c))

∣∣∣∣
≤ k(r)

√
(g(t) − g(c))2 + (h(t) − h(c))2
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両辺を t − cでわって，t → cとすると，∣∣∣∣limt→c

F (t) − F (c)

t − c
− ∂

∂x
f(a, b)g′(c) − ∂

∂y
f(a, b)h′(c)

∣∣∣∣
≤ k(r)

√
(g′(c)2 + h′(c)2 → 0.

定義に基づいて全微分可能性を確めるのは結構大変．簡単な判定法がある．
偏導関数が連続なら，全微分可能．
[証明]

f(x, y) − (f(a, b) + fx(a, b)(x − a) + fy(a, b)(y − b))

= (f(x, b) − f(a, b) − fx(a, b)(x − a)) + (f(x, y) − f(x, b) − fy(a, b)(y − b))

第一項については、偏微分の定義より，

|f(x, b) − f(a, b) − fx(a, b)(x − a)|√
(x − a)2 + (y − b)2

≤ |f(x, b) − f(a, b) − fx(a, b)(x − a)|
|x − a| → 0

第二項については，平均値の定理より，

f(x, y) − f(x, b) − fy(a, b)(y − b) = (fy(x, t) − fy(a, b))(y − b)

をみたす tが yと bのあいだにある．偏導関数 fy(x, y)が (x, y) = (a, b)で連
続なら，(x, y) → (a, b) のとき (x, t) → (a, b)だから，

|(fy(x, t) − fy(a, b))(y − b)|√
(x − a)2 + (y − b)2

≤ |fy(x, t) − fy(a, b)| → 0.
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10/26
平均値の定理
関数F (t) = f(a+t(x−a), b+t(y−b))に平均値の定理F (1)−F (0) = F ′(t)

を適用して，

f(x, y) − f(a, b)

=
∂

∂x
f(a + t(x − a), b + t(y − b))(x − a) +

∂

∂y
f(a + t(x − a), b + t(y − b))(y − b).

高次微分、
偏導関数fx(x, y)が偏微分可能であるとき，2階偏導関数fxx(x, y), fxy(x, y)

が定義される．fyx(x, y), fyy(x, y)も同様．高階の偏導関数も同様に定義される．
記号　 ∂2

∂x2 f(x, y), ∂2

∂x∂y
f(x, y)など，

順序交換、([参] 定理 6 p.118)
定理 f(x, y)が 2階連続微分可能なら，fxy(a, b) = fyx(ab)
[証明] f(x, y) − f(x, b) = g(x)とおくと，

f(x, y) − f(a, y) − f(x, b) + f(a, b) = g(x) − g(a) = g′(s)(x − a)

= (
∂

∂x
f(s, y)− ∂

∂x
f(s, b))(x − a) =

∂

∂x

(
∂

∂y
f(s, t)

)
(x − a)(y − a)

よって， ∂
∂x

(
∂
∂y

f(x, y)
)
が連続なら，

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) − f(a, y) − f(x, b) + f(a, b)

(x − a)(y − a)
=

∂

∂x

(
∂

∂y
f(a, b)

)

Taylorの定理。([参] 定理 12 p.132)

f(a + h, b + k)

= f(a, b) + fx(a, b)h + fy(a, b)k +

1

2
fxx(a, b)h2 + fxy(a, b)hk +

1

2
fyy(a, b)k2 + · · ·

n∑
m=0

1

(n − m)!m!

∂n

∂xn−m∂ym
f(a + ht, b + kt)hn−mkm

をみたす 0 < t < 1がある．
証明は，1変数 tの関数F (t) = f(a + ht, b + kt) に，Taylorの定理を適用

すればよい．
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11/2
2変数関数の極値．([参] 4.5 p.138)
f(x, y)が (x, y) = (a, b)で極小値をとるとは，(a, b)を中心とする円を十

分小さくとれば，その中のすべての点 (x, y)に対し，f(a, b) ≤ f(x, y)がなり
たつこと．つまり，その円の中での最小値をとること．極大値についても同
様．極値をとるとは，極小値をとるかまたは極大値をとること．
必要条件：f(x, y)が偏微分可能とする. f(x, y)が (x, y) = (a, b)で極値を

とるなら，fx(a, b) = fy(a, b) = 0.
1変数関数 f(x, b), f(a, y)を考えれば明らか．
定理 f(x, y)が 2階連続微分可能とする. fx(a, b) = fy(a, b) = 0とし，

A = fxx(a, b), B = fxy(a, b), C = fyy(a, b)とおく．このとき，

1. AC − B2 > 0かつA > 0ならば f(x, y)は (x, y) = (a, b)で真の極小値
をとる

2. AC − B2 > 0かつA < 0ならば f(x, y)は (x, y) = (a, b)で真の極大値
をとる

3. AC − B2 < 0ならば f(x, y)は (x, y) = (a, b)で極値をとらない

補題A, B, Cを実数とし，f(x, y) = 1
2
(Ax2 + 2Bxy + Cy2)とする．この

とき，A = fxx(a, b), B = fxy(a, b), C = fyy(a, b)であり，

1. AC − B2 > 0かつA > 0ならば f(x, y)は (x, y) = (0, 0)で真の最小値
をとる

2. AC − B2 > 0かつA < 0ならば f(x, y)は (x, y) = (0, 0)で真の最大値
をとる

3. AC − B2 < 0ならば f(x, y)は (x, y) = (0, 0)で極値をとらない

[証明] I. 平方完成

Ah2 + 2Bhk + Ck2 =
1

A
((Ah + Bk)2 + (AC − B2)k2) ≥ 0

すればよい．
II.　対角化

tP

(
A B
B C

)
P =

(
A′ 0
0 C ′

)
すればよい．
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[定理の証明] 1. Taylorの定理より，

f(a + h, b + k) − f(a, b)

=
1

2
fxx(a + th, b + tk)h2 + fxy(a + th, b + tk)hk +

1

2
fyy(a + th, b + tk)k2

をみたす 0 < t < 1がある．2階連続微分可能だから，考えている範囲で
fxx(x, y) > 0かつ fxx(x, y)fyy(x, y) − fxy(x, y)2 > 0 としてよい．

A′ = fxx(a + th, b + tk), B′ = fxy(a + th, b + tk), C ′ = fyy(a + th, b + tk)

とおくと，
A′h2 + 2B′hk + C ′k2 ≥ 0

であり，等号は (h, k) = (0, 0)と同値である．2．の証明も同様．
3．AC − B2 < 0なら，Ah2 + 2Bhk + Ck2 > 0となる (h, k)と Ah′2 +

2Bh′k′ + Ck′2 > 0となる (h′, k′)がある．F (t) = f(a + ht, b + kt)とおけ
ば，F ′′(0) > 0である．よって，F (t)は t = 0で極小値をとる．一方G(t) =
f(a + h′t, b + k′t)とおけば，G(t)は t = 0で極大値をとるから，f(x, y)は
(x, y) = (a, b)で極値をとらない．
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問題 (10/26)
2変数 x, yの関数

f(x, y) = (x2 + y2)2 − 4xy

について，次の問いに答えよ．
(1)　偏導関数 ∂f

∂x
(x, y)を求めよ．

(2)　関数 f(x, y)のグラフの，(x, y) = (1, 2)での接平面の方程式を求めよ．
(3)　関数 f(x, y)の極値をすべて求めよ．
(4)　−1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1の範囲での，関数 f(x, y)の最大値と最小値を
求めよ．
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問題 (10/26)の略解 1　 (1)　
∂f

∂x
(x, y) = 4x(x2 + y2) − 4y．

(2)　 f(1, 2) = 25 − 8 = 17, fx(1, 2) = 20 − 8 = 12, fy(1, 2) = 40 − 4 = 36だ
から，接平面の方程式は z = 12(x − 1) + 36(y − 2) + 17 = 12x + 36y − 67．
(3)　極値をもつための必要条件は fx(x, y) = 4x(x2 + y2) − 4y = 0かつ
fy(x, y) = 4y(x2 + y2) − 4x = 0．これをとくと，x = y = 0かまたは，
x2 + y2 = 1かつ x = y．したがって，極値をとる可能性のある点は，(x, y) =
(0, 0), ( 1√

2
, 1√

2
), (− 1√

2
,− 1√

2
)の 3つ．(

fxx(0, 0) fxy(0, 0)
fxy(0, 0) fyy(0, 0)

)
=

(
0 −4
−4 0

)
の行列式は−16 < 0だから，(0, 0)で

は極値をとらない．

(
fxx(

1√
2
, 1√

2
) fxy(

1√
2
, 1√

2
)

fxy(
1√
2
, 1√

2
) fyy(

1√
2
, 1√

2
)

)
=

(
8 0
0 8

)
の行列式は64 > 0

だから，( 1√
2
, 1√

2
)では極小値 1 − 2 = −1をとる．(− 1√

2
,− 1√

2
)でも同様に極

小値−1をとる．
(4)　 (3) より，最小値をとりうる点は，( 1√

2
, 1√

2
)，(− 1√

2
,− 1√

2
) かまたは，

境界上、つまり x = ±1または y = ±1をみたす点．境界上の点での値が
f( 1√

2
, 1√

2
) = f(− 1√

2
,− 1√

2
) = −1より大きいことを示す．対称性より，y = 1

の場合を考えればよい．f(x, 1) = (x2 +1)2−4xである．x2 +1 ≥ |2x|であり，
等号が成り立つのは x = ±1である．したがって，f(x, 1) = (x2 +1)2 − 4x ≥
4x2 − 4x ≥ −1 であり，2つめの不等号で等号が成り立つのは，x = 1/2
である．したがって，すべての xに対し，f(x, 1) > −1であり，最小値は
f( 1√

2
, 1√

2
) = f(− 1√

2
,− 1√

2
) = −1である．

−1 < x < 1,−1 < y < 1で極大値をとる点はないから，最大値をとる点
は，境界上の点である．境界上の最大値を求める．対称性より，y = 1の場
合を考えればよい．つまり，f(x, 1) = (x2 + 1)2 − 4x の−1 ≤ x ≤ 1での最
大値を求めればよい．fxx(x, 1) = 12x2 +4 > 0だから f(x, 1)は下に凸で，最
大値は f(1, 1) = 4と f(−1, 1) = 8の大きい方 8である．
したがって，−1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1 での最大値は，f(−1, 1) =

f(1,−1) = 8であり，最小値は，f( 1√
2
, 1√

2
) = f(− 1√

2
,− 1√

2
) = −1である．
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11/9
多変数関数の積分・定義
・逐次積分
・応用（面積、体積、重心など）
・変数変換公式
定義 ([参] 5.1 p.146)
一般の場合は大変なので、長方形の場合に説明する．D = {(x, y)|a ≤ x ≤

b, c ≤ y ≤ d}とし，f(x, y)をDで定義された連続関数とする．a = a0 ≤ a1 ≤
· · · ≤ an = b, c = c0 ≤ c1 ≤ · · · ≤ cm = d はDの分割を定める．分割の細か
さを a1 −a0, . . . , an −an−1, c1 − c0, . . . , cm − cm−1の最大値と定める．各小長
方形Dij = {(x, y)|ai−1 ≤ x ≤ ai, cj−1 ≤ y ≤ cj} 内に点 (xij , yij)をとる．和

n∑
i=1

m∑
j=1

f(xij , yij)(ai − ai−1)(cj − cj−1)

の分割を細かくしたときの極限をD上の f(x, y)の積分とよび，∫
D

f(x, y)dxdy

と表す．2変数であることを強調するために重積分とよび，
∫∫

D
f(x, y)dxdy

と書くこともある．これを [小平]では
∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dxdyと書いているが，どっ

ちが xでどっちが yか注意が必要．
収束について．Dij上での f(x, y)の最小値をmij, 最大値をMij とすると，

n∑
i=1

m∑
j=1

mij(ai − ai−1)(cj − cj−1) ≤
n∑

i=1

m∑
j=1

f(xij , yij)(ai − ai−1)(cj − cj−1)

≤
n∑

i=1

m∑
j=1

Mij(ai − ai−1)(cj − cj−1).

これより，収束は，分割を細かくしたとき

(Mij − mijの最大値)(b − a)(d − c) → 0

であることからしたがう．(Mij −mij)の最大値→ 0 はコンパクト集合D上
の連続関数が一様連続であるということの帰結だが，ここでは省略する．
線型性，加法性，正値性．

11



計算法：I. 逐次積分．([参] 定理 6 p.150)

∫
D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy. (1)

[証明] 最初の等号を示す．F (x) =
∫ d

c
f(x, y)dyとおくと，右辺は

∫ b

a
F (x)dx．

D = {(x, y)|a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}の分割 a = a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an =
b, c = c0 ≤ c1 ≤ · · · ≤ cm = d をとり，ai−1 ≤ xi ≤ ai をとる．F (xi) =∫ d

c
f(xi, y)dy =

∑m
j=1

∫ cj

cj−1
f(xi, y)dy. 平均値の定理より，

∫ cj

cj−1
f(xi, y)dy =

f(xi, yij)(cj − cj−1) をみたす cj−1 ≤ yij ≤ cj がある．これより，F (xi) =∑m
j=1 f(xi, yij)(cj −cj−1). したがって，

∫ b

a
F (x)dxは

∑n
i=1 F (xi)(ai−ai−1) =∑n

i=1

∑m
j=1 f(xi, yij)(ai−ai−1)(cj −cj−1)の分割を細かくしたときの極限．右

辺の極限は
∫

D
f(x, y)dxdyだから示された．

(1)の右辺をそれぞれ
∫ b

a
dx
∫ d

c
f(x, y)dy,

∫ d

c
dy
∫ b

a
f(x, y)dx とも表す.

幾何的意味：体積は面積を積分すればよい．

12



11/16
Dが a ≤ x ≤ b, c(x) ≤ y ≤ d(x) で定まっているとき，

∫
a≤x≤b,c(x)≤y≤d(x)

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d(x)

c(x)

f(x, y)dy.

例:　単位球の体積

2

∫
x2+y2≤1

√
1 − x2 − y2dxdy =

∫ 1

−1

dx

∫ √
1−x2

−√
1−x2

2
√

1 − x2 − y2dy

=

∫ 1

−1

π(1 − x2)dx = π[x − x3

3
]1−1 =

4π

3
.

例:　 [参] p.155 問 7 (2)

∫
0≤y≤x≤π

y cos(x − y)dxdy =

∫ π

0

dy

∫ π

y

y cos(x − y)dx =

∫ π

0

y[sin(x − y)]πydy

=

∫ π

0

y sin ydy = [−y cos y]π0 −
∫ π

0

− cos ydy = π.

=

∫ π

0

dx

∫ x

0

y cos(y − x)dy =

∫ π

0

([y sin(y − x)]x0 −
∫ x

0

sin(y − x)dy)dx

=

∫ π

0

(

∫ x

0

sin ydy)dx =

∫ π

0

[− cos y]x0dx =

∫ π

0

1 − cos xdx = π.

計算法 II．変数変換．
1変数の場合。
平面の座標変換。極座標。∫

D

f(x, y)dxdy =

∫
E

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

13



11/23　休み
11/30
極座標による変数変換。∫

D

f(x, y)dxdy =

∫
E

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

単位球の体積

2

∫
x2+y2≤1

√
1 − x2 − y2dxdy = 2

∫
0≤r≤1,0≤θ≤2π

√
1 − r2rdrdθ

= 2

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

√
1 − r2rdθ = 4π

∫ 1

0

√
1 − r2rdr

= 4π[−1

3
(1 − r2)

3
2 ]10 =

4π

3
.

球と円柱の共通部分．

2

∫
(x− 1

2
)2+y2≤ 1

4

√
1 − x2 − y2dxdy = 2

∫
0≤r≤cos θ,−π

2
≤θ≤π

2

√
1 − r2rdrdθ

= 2

∫ π
2

−π
2

dθ

∫ cos θ

0

√
1 − r2rdr = 4

∫ π
2

0

dθ

∫ cos θ

0

√
1 − r2rdr

= 4

∫ π
2

0

[−1

3
(1 − r2)

3
2 ]cos θ

0 dθ =
4

3

∫ π
2

0

(1 − sin3 θ)dθ

=
2

3
π − 4

3

∫ π
2

0

(sin θ − cos2 θ sin θ)dθ =
2

3
π − 4

3
[− cos θ +

1

3
cos3 θ]

π
2
0

=
2

3
π − 8

9
.
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数学 III演習問題　 (12/7)

問題 1　重積分

I1 =

∫
0 ≤ x ≤ 1
0 ≤ y ≤ x2

xdxdy

を，次の方法で求めよ．
１．先に yで積分する逐次積分．
２．先に xで積分する逐次積分．

問題 2　重積分

I2 =

∫
(x − 1)2 + y2 ≤ 1

y ≥ x

ydxdy

を，次の方法で求めよ．
１．先に yで積分する逐次積分．
２．先に xで積分する逐次積分．
３．極座標 x = r cos θ, y = r sin θ で変数変換し，さらに先に rで積分す

る逐次積分．
４．極座標 x = r cos θ, y = r sin θ で変数変換し，さらに先に θで積分す

る逐次積分．
５．

I2 =

∫
x2 + y2 ≤ 1
y ≥ x + 1

ydxdy

=

∫
x2 + y2 ≤ 1
x ≤ 0, y ≥ 0

ydxdy −
∫

y ≤ x + 1
x ≤ 0, y ≥ 0

ydxdy

を使い、さらに右辺第 1項を極座標 x = r cos θ, y = r sin θ で変数変換．

15



略解 (12/7)　 1　１．

I1 =

∫ 1

0

dx

∫ x2

0

xdy =

∫ 1

0

x3dx =
1

4
.

２． I1 =

∫ 1

0

dy

∫ 1

√
y

xdx =

∫ 1

0

1 − y

2
dy =

1

4
.

2　１．

I2 =

∫ 1

0

dx

∫ √
1−(x−1)2

x

ydy =

∫ 1

0

1

2
(1 − (x − 1)2 − x2)dx

=
1

2

[
x − (x − 1)3

3
− x3

3

]1

0

=
1

2
(1 − 1

3
− 1

3
) =

1

6
.

２．

I2 =

∫ 1

0

dy

∫ y

1−
√

1−y2

ydx =

∫ 1

0

y(y − 1 +
√

1 − y2)dy

=
1

3
− 1

2
+

∫ 1

0

y
√

1 − y2dy.

y = sin θとおくと，さらに

I2 = −1

6
+

∫ π/2

0

sin θ cos2 θdθ = −1

6
+

[
−cos3 θ

3

]π/2

0

= −1

6
+

1

3
=

1

6
.

３．x = r cos θ, y = r sin θとおくと，条件 (x−1)2+y2 ≤ 1はr2−2r cos θ ≤
0．すなわち 0 ≤ r ≤ 2 cos θ．また，条件 y ≥ xは θ ≥ π/4だから，

I2 =

∫
0 ≤ r ≤ 2 cos θ
π/4 ≤ θ ≤ π/2

r sin θrdrdθ =

∫ π/2

π/4

dθ

∫ 2 cos θ

0

r2 sin θdr

=

∫ π/2

π/4

8

3
cos3 θ · sin θdθ = −

[
2

3
cos4 θ

]π/2

π/4

=
1

6

16



４．

I2 =

∫
0 ≤ r ≤ 2 cos θ
π/4 ≤ θ ≤ π/2

r sin θrdrdθ =

∫ √
2

0

dr

∫ Arccos r
2

π/4

r2 sin θdθ

=

∫ √
2

0

r2[− cos θ]
Arccos r

2

π/4 dr =

∫ √
2

0

r2(
1√
2
− r

2
)dr =

√
2

3

3
√

2
−

√
2

4

8
=

1

6
.

５． ∫
x2 + y2 ≤ 1
x ≤ 0, y ≥ 0

ydxdy =

∫
0 ≤ r ≤ 1

π/2 ≤ θ ≤ π

r sin θ · rdrdθ

=

∫ 1

0

r2dr ·
∫ π

π/2

sin θdθ =
1

3
[− cos θ]ππ/2 =

1

3
.

∫
y ≤ x + 1

x ≤ 0, y ≥ 0

ydxdy は，底面が等辺の長さが１の直角２等辺三角形で

高さが１の三角錐の体積だから，
1

6
．よって，

I2 =
1

3
− 1

6
=

1

6
.
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12/14 休講
12/21
一般の場合。座標変換
x = g(s, t), y = h(s, t).
対応 (s, t) �→ (x, y)により，st平面の部分Eと xy平面の部分Dの間に 1

対 1対応があるとすると，∫
D

f(x, y)dxdy =

∫
E

f(g(s, t), h(s, t))|J(s, t)|dsdt.

ヤコビアン

∂(x, y)

∂(s, t)
=




∂g(s, t)

∂s

∂g(s, t)

∂t
∂h(s, t)

∂s

∂h(s, t)

∂t


 .

J(s, t) = det
∂(x, y)

∂(s, t)
=

∂g(s, t)

∂s

∂h(s, t)

∂t
− ∂g(s, t)

∂t

∂h(s, t)

∂s
.

例 1.

∂(r cos θ, r sin θ)

∂(r, θ)
=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
, J(r, θ) = r.

例 2.

(
x
y

)
= A

(
s
t

)
, A =

(
a b
c d

)
とすると，

∂(x, y)

∂(s, t)
= A.

ヤコビアンの幾何的意味：局所的な面積の拡大率

ベクトル
(

a
b

)
,

(
c
d

)
のはる平行四辺形の面積=

∣∣∣∣det

(
a c
b d

)∣∣∣∣∫
1

2
x ≤ y ≤ 2x, x + y ≤ 3

2
π

cos
2x − y

3
dxdy

x = 2s + t, y = s + 2tと変数変換すると，

=

∫
s≥0,t≥0,s+t≤π

2

cos s · 3dsdt = 3

∫ π
2

0

dt

∫ π
2
−t

0

cos sds

= 3

∫ π
2

0

[sin s]
π
2
−t

0 dt = 3

∫ π
2

0

cos tdt = 3.
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曲面の面積。([参] p.172)

S =

∫
D

√
fx(x, y)2 + fy(x, y)2 + 1dxdy.

例　単位球の表面積 (注意：これは広義積分)

S = 2

∫
x2+y2≤1

√√√√(∂
√

1 − x2 − y2

∂x

)2

+

(
∂
√

1 − x2 − y2

∂y

)2

+ 1dxdy

= 2

∫
x2+y2≤1

√
x2

1 − x2 − y2
+

y2

1 − x2 − y2
+ 1dxdy

= 2

∫
0≤r≤1,0≤θ≤2π

1√
1 − r2

rdrdθ

= 4π

∫ 1

0

r√
1 − r2

dr = 4π[−
√

1 − r2]10 = 4π

面積の近似値　ベクトル


 h

0
fx(x, y)h


 ,


 0

k
fy(x, y)k


 のはる平行四辺形の

面積の和.

ベクトル a =


1

0
a


 ,b =


0

1
b


 のはる平行四辺形の面積 S. c =


−a
−b
1




とおくと，c は a,b と直交する．よって

S × (cの長さ) = (a,b, c のはる平行 6面体の体積) = | det(a b c)|.

S = (1 + a2 + b2)/
√

1 + a2 + b2 =
√

1 + a2 + b2.
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1/11
巾級数展開

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
.

cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
, sin x =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!

等比級数の和の公式より、|x| < 1のとき

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn

がなりたつ。これを項別積分して

log(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1xn

n

導きたい。

巾級数：一般に数列 a0, a1, a2, . . . に対し、級数
∞∑

n=0

anxnを巾級数とよぶ。

一般に，巾級数
∞∑

n=0

anxn について次がなりたつ。

定理 1 巾級数
∞∑

n=0

anxn に対し，次のどちらかがなりたつ．

１．次の性質をみたす実数 r ≥ 0がある．

|x| < rならば，
∞∑

n=0

anxn は収束し，|x| > rならば，
∞∑

n=0

anxn は発散する．

２．すべての実数 xに対し，
∞∑

n=0

anxn は収束する．

定義　１のとき，r を巾級数
∞∑

n=0

anxn の収束半径と呼ぶ。２のときは，

∞∑
n=0

anxnの収束半径は∞であるという．

例。巾級数
∞∑

n=0

xn

n!
の収束半径は∞である。

∞∑
n=0

xnの収束半径は 1である。

20



収束半径の計算

命題１ limn→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = l (あるいは limn→∞ |an| 1
n = l) が存在すれば、

r =
1

l
, (l �= 0)，r = ∞, (l = 0)。

巾級数
∞∑

n=0

anxnの微積分。

定理 2 rを巾級数
∞∑

n=0

anxnの収束半径とする。このとき、次がなりたつ。

1．巾級数
∞∑

n=1

nanxn−1,

∞∑
n=0

an

n + 1
xn+1 の収束半径も rである。

2．−r < x < rに対し、関数 f(x)を f(x) =

∞∑
n=0

anxnで定めると、f(x)

は−r < x < rで微分可能であり、

f ′(x) =

∞∑
n=1

nanxn−1,

∫ x

0

f(x)dx =

∞∑
n=0

an

n + 1
xn+1

がなりたつ。

arctanx = x − x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · · .
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数学 III演習問題　 (1/11)

問題　巾級数
∞∑

n=2

1

n(n − 1)
xn

について，次の問いに答えよ．
１．収束半径 rを求めよ．

２．x < |r|に対し，f(x) =
∞∑

n=2

1

n(n − 1)
xn とおく．f ′′(x)を xの有理式

で表わせ．
３．f(x) = (1 − x) log(1 − x) + x を示せ．
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1/18
数列の収束。
数列の収束について重要な性質は，「有界な単調増加数列は収束する」と

いうことである．この性質の重要な点は、数列の極限の値を知らなくても、
その極限を考えることができるところにある．
級数の数列：級数

∑∞
n=0 an が収束するとは，その部分和の数列 sm =∑m

n=0 an が収束するということである．
上の性質の帰結として，部分和の数列

∑∞
n=m |an| が有界ならば，級数∑∞

n=0 an は収束することが導かれる．このとき，級数
∑∞

n=0 an は絶対収束す
るという．
絶対収束しなくても収束する数列はある．このとき条件収束するという．

たとえば，an → 0, an > 0のとき，
∑∞

n=0(−1)nan は収束する．たとえば，∑∞
n=1(−1)n−1 1

n
= log 2 である．

上の性質を使って，次のことが導ける．|an| ≤ bn かつ
∑∞

n=0 bn が収束す
れば，

∑∞
n=0 an は絶対収束する．これを優級数による収束判定法という．

[定理１の証明] 実数 x, yに対し，|x| < |y|とすると，
∞∑

n=0

anyn が収束す

るならば，
∞∑

n=0

anxn が収束することだけ示す．

anyn → 0だから，実数Mを十分大きくとれば，すべてのnに対し |anyn| ≤
M がなりたつ．|anxn| ≤ M

|x|n
|y|n だから、優級数の方法により、

∞∑
n=0

anxnは

絶対収束する。

[命題１の証明] |x| < 1/lとすると、limn→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ < 1. よって自然

数mと実数 0 < s < 1で，n ≥ mなら
∣∣∣∣an+1x

n+1

anxn

∣∣∣∣ ≤ sをみたすものがある．

n ≥ mに対し，|anxn| ≤ |amxm|sn−m となるから，優級数の方法により収束

する．x > 1/lなら、limn→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ > 1だから、|anxn| → ∞(n → ∞),

[定理２の証明] 1．r′を
∞∑

n=1

nanxn−1の収束半径とする．

(1) |x| < rなら，nanxn−1 → 0(n → ∞) であることと，

(2) |x| < r′なら，anxn → 0(n → ∞) であること
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をいえば十分である．(2)を示す．|x| < r′なら，anxn−1 → 0(n → ∞)だか
ら，anxn → 0(n → ∞)である．(1)を示す．|x| < t < rなら，n ≥ N なら
|antn| < 1がなりたつN があり、

|nanxn−1| ≤ n(
|x|
t

)n−1t → 0 (n → ∞)

2．fn(x) =
∑n

k=0 akx
kとおく。

連続。|x|, |a| ≤ s < t < rとする。n ≥ N なら |an|tn ≤ 1となるようにN
をとる．n ≥ N とすると、

|f(x) − fn(x)| ≤
∞∑

k=n+1

|akx
k| ≤

∞∑
k=n+1

|ak|sk =

∞∑
k=n+1

|ak|tk
(s

t

)k

≤
∞∑

k=n+1

(s

t

)k

=
(s

t

)n+1 1

1 − s
t

(= εnとおく)

がなりたつ。x = aについても同様。よって

|f(x) − f(a)| ≤ |f(x) − fn(x)| + |fn(x) − fn(a)| + |f(a) − fn(a)|
≤ |fn(x) − fn(a)| + 2εn

よって、
lim
x→a

|f(x) − f(a)| ≤ 2εn → 0 (n → ∞).

積分。F (x) =
∞∑

n=0

an

n + 1
xn+1 とおく。|x| ≤ t < rとする。

∫ x

0

f(x)dx =

∫ x

0

fn(x)dx +

∫ x

0

(f(x) − fn(x))dx

であり，

|
∫ x

0

(f(x) − fn(x))dx| ≤
∫ x

0

|f(x) − fn(x)|dx ≤ εn|x| → 0 (n → ∞).

微分。　巾級数
∞∑

n=1

nanxn−1 に上の結果を適用すればよい。

他の関数の巾級数展開。
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([1] p.44 例 20(5), p.194 例題 3, [2] p.73, [3] p.239 例 5.11.)

(1 + x)a =
∞∑

n=0

(
a

n

)
xn

= 1 + ax +
a(a − 1)

2
x2 +

a(a − 1)(a − 2)

3!
x3 +

a(a − 1)(a − 2)(a − 3)

4!
x4 + · · · .

1√
1 − x2

=

∞∑
n=0

(−1
2

n

)
(−x2)n =

∞∑
n=0

1 · 3 · · · (2n − 1)

2nn!
x2n,

= 1 +
1

2
x2 +

3

2 · 4x4 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6x6 + · · · .

([1] p.195 問 11(3), [2] p.75, [3] p.239 例 5.14.)

Arcsinx =

∫ x

0

1√
1 − x2

dx =

∫ x

0

( ∞∑
n=0

1 · 3 · · · (2n − 1)

2 · 4 · · ·2n x2n

)
dx

=
∞∑

n=0

1 · 3 · · · (2n − 1)

2 · 4 · · ·2n · (2n + 1)
x2n+1

= x +
x3

2 · 3 +
1 · 3

2 · 4 · 5x5 +
1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 7x7 + · · · .

微分方程式：([1] p.197, [2] p.134.)
f(x)と f ′(x)（やさらに高次の導関数）を含む方程式．
微分方程式を解く：方程式をみたす関数 f(x)を求める．
例　 f ′(x) = f(x). 解は f(x) = Cex(Cは定数）．(

f(x)

ex

)′
=

exf ′(x) − exf(x)

e2x
=

f ′(x) − f(x)

ex
= 0

より、
f(x)

ex
は定数．

一般には、方程式だけで f(x)は一意的には定まらない。
初期条件：いくつかの値 f(a), f ′(a)等を指定する．
例　方程式 f ′(x) = f(x)，初期条件 f(0) = 1．解は f(x) = ex．

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
の別証明. f(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
は f ′(x) = f(x)、f(0) = 1をみ

たす。
(1 + x)aは−1 < x < 1で定義され，初期条件 f(0) = 1をみたす、微分方

程式 (1 + x)f ′(x) = af(x)のただ 1つの解．
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(
f(x)

(1 + x)a

)′
=

(1 + x)af ′(x) − a(1 + x)a−1f(x)

(1 + x)2a
=

(1 + x)f ′(x) − af(x)

(1 + x)a+1
= 0

より、
f(x)

(1 + x)a
は定数．

∞∑
n=0

(
a

n

)
xn の収束半径は |( a

n+1

)
/
(

a
n

)| = |a−n
n+1

| → 1だから 1．したがっ

て −1 < x < 1で関数 f(x) =
∞∑

n=0

(
a

n

)
xn が定義される．これは初期条件

f(0) = 1をみたし、

f ′(x) =

∞∑
n=0

(
a

n

)
nxn−1.

n
(

a
n

)
= a
(

a−1
n−1

)
,
(

a−1
n−1

)
+
(

a−1
n

)
=
(

a
n

)
だから，

(1 + x)f ′(x) =

∞∑
n=0

(a

(
a − 1

n − 1

)
+ a

(
a − 1

n

)
)xn = a

∞∑
n=0

(
a

n

)
xn = af(x).

よって、

(1 + x)a =
∞∑

n=0

(
a

n

)
xn

26


