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野口潤次郎（東大数理）

1 序.

前回、1997（平成 9）年の同様なタイトルでの講演では次の三つのトピックスを中心に
議論した。

(1) 小林双曲的多様体の理論.

(2) （高次元）Nevanlinna理論.

(3) 有理点の有限性の問題 (Diophantine geometry).

Lang予想 (’74). 代数体上定義された小林双曲的多様体の有理点は有限個である。関数
体上でもその類比が成立する.

小林予想 (’70). (1) 一般 (generic)な高次 (deg X ≥ 2n − 1 ≥ 5)超曲面X = {P = 0} ⊂
Pn(C)は双曲的.

(2) 同様なX(deg X ≥ 2n + 1 ≥ 5)に対し、補集合Pn(C) \ Xも双曲的.

その後の進展について報告する.

値分布の目標. 有限的に記述される不変量で超越的正則写像を理解する。

2 Lang予想・小林予想
前回の最後は次で終わった。
“Lang予想と合わせると、つぎが出て来るが信じられますか？
系 (予想). 代

::::
数

::::::
的
::::::
数
::::::
を
::::::
係
::::::
数
::::
と

::::::
す
::::::
る
::::::

deg
::::::::::

P
::::::

≫
::::::::

1
::::
な
::::::
一
::::::
般
::::::
の
::::::
単

::::::
独

::::::
方
::::::
程
::::::
式
::::::

P
::::::

=
::::::::

0
::::::
に
::::
は

::::::
、
::::::
ど
::::::
ん
::::::
な
::::

大
::::::
き
::::::
な
::::
代

::::::
数
::::::
体
::::::
上
::::::
考
::::
え

::::::
て
::::::
も
::::::
解
::::::
は
::::
有

::::::
限
::::::
個
::::::
し
::::::
か
::::
な

::::::
い
::::::

.
::

Sarnak-Wang (’95 C.R.)はMasuda-Noguchi (’96 Math. Ann.)で構成した射影的超曲面
からP5の小林双曲的超曲面XでX(R), X(Qp) (∀p素数)が無限集合になる具体例を構成
した。この場合、Brauer-Manin障害群BM(X) = 0でHasse原理と Lang予想が相反する
例になっている。”

系（予想）の例：

定理 2.1 (Nog. ’03 Forum). Shirosakiの射影的超曲面X ⊂ Pn (Z上, deg X = dn, d > 12)

で次を満たす例がある。

(1) Xは、小林双曲的である。
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(2) 任意の代数体 kに対して k-有理点集合X(k)は有限である。

(1)の証明には、Nevanlinna理論、(2)の証明にはFaltingsの定理 (Mordell予想解決)を
使う。
小林予想と関連するものとしては、次の定理に注目したい。

定理 2.2 (Voisin ’96/’98 J. Diff. Geom.). Pnの次数 d ≥ 2n− 1の一般の超曲面Xは、X

及びその任意の部分多様体が一般型である。

従って次の予想が示されれば、小林予想が示されたことになる。

予想 2.3 (Green-Griffiths ’72/’80). 一般型代数多様体Xへの整曲線 f : C → Xは、代
数退化する。

3 整曲線の退化問題と像の交点
’90年代はアーベル多様体及び準アーベル多様体の有理点分布論が値分布論よりも進ん

でいた（珍しい時期）。

予想 3.1 (Lang予想 (’66)). (1) Aをアーベル多様体、Dを超曲面断面とすると整曲線
f : C → A \ Dは代数退化する。

(2) f が代数非退化ならば、f(C) ∩ Dは無限集合であろう。

Ax (’72)が f が 1-パラメーター群の時は示した。

定理 3.2 (Log-Bloch-Ochiai (Nog. ’77/’81)). (1) Aを準アーベル多様体とする。任意の整
曲線 f : C → Aのザリスキー閉包 f(C)

Zar
は、準アーベル部分多様体の平行移動である。

(2) 代数多様体Xの対数的不正則指数 q̄(X) > dim Xならば、任意の整曲線 f : C → X

は代数退化する。

実は、(1) ⇐⇒ (2).

定理 3.3 (Faltings ’91 Ann. Math./’94 Proc.). (1) Aを代数体 k上定義されたアーベル多
様体、X ⊂ Aを k上の部分多様体とする。このとき有限個のアーベル部分多様体Biの平
行移動 Yi = ai + Biが存在して、

X(k) ⊂
∪
i

Yi(k).

(2) D ⊂ Aを豊富な超曲面とすると、A \ Dの整数点集合は有限である。

P. Vojtaは、これを準アーベル多様体に拡張した。
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定理 3.4 (Vojta, I, II, ’96 Invent. Math./’99 Amer. J. Math.). (1) Aを代数体 k上定義さ
れた準アーベル多様体、X ⊂ Aを k上の部分多様体とする。このとき有限個の準アーベ
ル部分多様体Biの平行移動 Yi = ai + Biが存在して、

X(k) ⊂
∪
i

Yi(k).

(2) D ⊂ Aを因子で St(D) := {a ∈ A; D + a = D} は有限群であるとすると、A \ Dの
整数点集合は上と同様な Yiで Yi ∩ D = ∅ であるものの有限和に含まれる。

値分布からは、(1)はLog-Bloch-Ochiaiの定理 3.2の類似と見なされる。(2)の部分につ
いては、対応するものとして Lang予想 3.1(1)が提示されていたが、これが次のように示
された。

定理 3.5 (Siu-Yeung ’96 [11]). Aをアーベル多様体、Dを豊富因子とすると整曲線 f :

C → A \ Dは定数である。

定理 3.6 (Nog. ’98 [5]). Aを準アーベル多様体、Dを因子で |St(D)| < ∞なものとする。
整曲線 f : C → A \ Dの像は、真準アーベル部分多様体の平行移動 Y で Y ∩ D = ∅であ
るものに含まれる。

ここまでの結果で次が示される。

定理 3.7 (Nog.-Winkelmann ’02 [6]). (1) V を n次元射影代数的多様体、{Dj}l
j=1を一般

の位置にある豊富な超曲面の有限族とする。整曲線 f : C → V があり、f(C) ⊂ Diか
f(C) ∩ Dj = ∅を満たすとする。W := f(C)

Zar
とおくと、

dim W ≤ n

l − n
rankZNS(V ).

(2) 上の (1)の V, Djが代数体 k上で定義されているとする。Sを全てのユークリッド的

付置を含む付置の有限集合とする。W ⊂ V を k上の部分多様体で、
(∑

Dj ̸⊃W Dj ∩ W, S
)
-

整数点集合W ′でW 内ザリスキー稠密なものを含むとする。このとき次が成立する。

dim W ≤ n

l − n
rankZNS(V ).

系 3.8. V = Pn, Djを一般の位置にある超平面とする。

(1) l ≥ 2n + 1ならば、Pn \
∑l

j=1 Djは小林双曲的である（H. Fujimoto ’72).

(2) l ≥ 2n + 1ならば、Pn \
∑l

j=1 Djの整数点集合は常に有限である (Ru-Wong ’91).
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4 Corvaja-ZannierとMin Ruによる拡張
定理 4.1 (Corvaja-Zannier ’04/’06 Amer. J. Math.). シュミットの部分空間定理を、一般
次数の超曲面の場合に拡張した。

定理 4.2 (Min Ru ’04 Amer. J. Math.). カルタンの第 2主要定理を、一般次数の超曲面
の場合に拡張した。

共に、評価式に含まれる幾何学的不変量は、次元のみ。

5 山ノ井の第2主要定理：関数体上のイロハ (abc)予想
Masser-Oesterlé (’88) によるイロハ (abc)予想は次のように述べられる。

予想 5.1. 任意の ε > 0に対しある定数Cε ∈ R が存在して、互いに素な整数 a, b, c ∈ Z

が
a + b + c = 0

を満たすならば、次が成立する。

(5.2) (1 − ε) log max{|a|, |b|, |c|} ≤
∑
p|a

log p +
∑
p|b

log p +
∑
p|c

log p + Cε.

ここで p ∈ Nは、素数を渡る。

[a, b] ∈ P1(Q)とみて a, b, cを P1上の一般の位置にある 3つの線形形式とかんがえる
と、一般の q個の一般の位置にある線形形式 Lj, 1 ≤ j ≤ q,に対しては次の様になる。

(q − 2 − ε)h(x) ≤
q∑

j=1

∑
p|Lj(x)

log p + Cε(5.3)

=

q∑
j=1

N1(x, Lj) log p + Cε.

但し、x = [x0, x1], Ljは全てZ上被約に表されているとする。

定理 5.4 (Nevanlinnaの第 2主要定理：原型). f : C → P1を有理型関数、aj ∈ P1, 1 ≤
j ≤ q, を相異なる点とすると

(q − 2)Tf (r) ≤
q∑

j=1

N1(r, (f − aj)0) + Sf (r),(5.5)

Sf (r) = O(log Tf (r)) + o(log r)|| ≤ εTf (r)||.
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定理 5.6 (Yamanoi’s abc ’04/’06 [13]/[14]). X, Y を非特異射影代数的多様体、π : X → Y

を正則全射、dim X/Y = 1とする。f : C → X, a : C → Y を整曲線とし, a = π ◦ f が成
立しているとする。aは代数非退化 (有限的に記述可能)、Dj, 1 ≤ j ≤ q,をX の一般の位
置にある超曲面とすると次が成立する。

(5.7) Tf

(
r, KX/Y +

q∑
j=1

L(Dj)

)
≤

q∑
j=1

N1(r, f
∗Dj) + O(Ta(r)) + o(Tf (r))||.

特に、aが “小さい” (Ta(r) = o(Tf (r))||)ならば、

(5.8) Tf

(
r, KX/Y +

q∑
j=1

L(Dj)

)
≤

q∑
j=1

N1(r, f
∗Dj) + o(Tf (r))||.

注。 これは、f, aが共に代数的（有理的）な場合でも、P. Vojtaにより予想 (’96) され
ていた非自明な結果である。

6 準アーベル多様体内の整曲線の第2主要定理と
G.C.D.評価

(a) 値分布。

定理 3.5 (Siu-Yeung)、定理 3.6 (Nog.) を第 2主要定理として定量化したい。“Jet of

jets”を使い、結局次が得られた。

定理 6.1 (N.-W.-Y. ’00/’02/08 [7]/[8]/[10]). Aを準アーベル多様体、f : C → Aを代数
非退化な整曲線、Jk(f) : C → Xk ⊂ Jk(A)を k-ジェット持ち上げ、Xkはその像のザリス
キー閉包とする。Z ⊂ Xkを被約代数的サイクルとする。

(1) TJk(f)(r, I ⟨Z⟩) = N1(r, Jk(f)∗Z) + o(Tf (r))||.

(2) codimXk
Z ≥ 2ならば、

N(r, Jk(f)∗Z) = TJk(f)(r, ωI ⟨Z⟩) = o(Tf (r))||.

この (2)を最も簡単な場合に述べると次になる。

系 6.2. X = (C∗)2, Z = e := (1, 1) (群の単位元), f(z) = (f1(z), f2(z)) は代数非退化とす
ると、

N(r, f ∗e) = N(r,I (f1 − 1, f2 − 1)) ≤ ϵ · Tf (r)||ϵ, ∀ϵ > 0.
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(b) 有理点分布（G.C.D.評価）。

類似として、整曲線 f : C → AとA内の有理点の反復列を対応させて考える。

定理 6.3 (Corvaja-Zannier ’02 [2], Bugeaud-Corvaja-Zannier ’03 [1]). α, β ∈ Z, ∀ϵ > 0と
すると、

log G.C.D.(αn − 1, βn − 1) < ϵ · n, n ≫ 1.

7 応用

(i) 整曲線の代数退化問題。

Log-Bloch-Ochiaiの定理 3.2を改良する。

定理 7.1 (N.-W.-Y. ’07 [9]). (1) X を代数多様体、κ̄(X) > 0, q̄(X) ≥ dim X、アルバ
ネーゼ α : X → Aは固有とする。すると任意の整曲線 f : C → X は、代数退化し、
W := f(C)

Zar
とおくと、W は次を満たす。

条件 7.2. W 自身は準アーベル多様体 (に同型)で制限α|W : W → B ⊂ AはAの準アー
ベル部分多様体の平行移動Bへの不分岐全射になる。

(2) Aを単純アーベル多様体、π : X → Aを分岐有限射 ((Jac(π))0 ̸= 0)ならばXは小
林双曲的である。

注。 (1)で “固有”を外すと反例がある。Green-Griffiths予想に一歩 (?)近づいた。
(1)でX を一般型、κ̄(X) = dim X とすると αの固有という条件は、不要になる (Lu-

Winkelmann ’12 Forum)

(2)は、2次元では C.C. Grant ’86 Dukeで示されていた。

(ii) Langの予想3.1(2).

定理 7.3 (Corvaja-Nog. ’12 [3]). D ⊂ Aを準アーベル多葉体内の超曲面で St(D)は有限
とする。f : C → Aが代数非退化ならば、ある既約成分D′ ⊂ Dが存在して、像の交点集
合 f(C) ∩ D′はD′内でザリスキー稠密である。

(iii) 山ノ井の一致の定理.

アーベル多様体の場合に、第 2主要定理 6.1の応用として次が導かれる。
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定理 7.4 (Yamanoi ’04 [12]). fj : C → Aj (j = 1, 2)をアーベル多様体への代数非退化な
整曲線、Dj ⊂ Ajを既約豊富な超曲面とする。

Supp f ∗
1 D1 = Supp f ∗

2 D2

ならば、対同型 ϕ : (A1, D1) → (A2, D2)が存在して、f2 = ϕ ◦ f1.

これは、びっくり！です。H. Cartanの初めての論文に次のような結果があります。

定理 7.5 (H. Cartan ’27 C.R.). (3点についてを特殊化して) f, g : C → C∗を整関数、
f ∗1 = g∗1 とすると f = g又は f = 1/g.

(iv) Erdösの問題と山ノ井の一致の定理の拡張.

Erdösの問題 (’88 Banff). a, b ∈ Nとする。次は正しいか：

a = b ⇐⇒
[
p|(an − 1) ⇔ p|(bn − 1), ∀p > 1,素数

]
.

答え：成立、 Corrales-Rodrigáñez and R. Schoof ’97, A. Schinzel ’60.

これは、乗法群Gm = Q∗上のDiophantus近似論における一致の定理とみる。

定理 7.6 (Corvaja-Nog. ’12 [3]). fi : C → Ai (i = 1, 2)を準アーベル多様体への代数非退
化な整曲線とする。Di ⊂ Aiを既約超曲面（簡単の為）として |St(Di)| < ∞ (i = 1, 2)と
する。

(1) 無限遠点での集合の芽として、

(7.7) Supp f∗
1 D1∞

⊂ Supp f ∗
2 D2∞

,

かつ

(7.8) N1(r, f
∗
1 D1) ∼ N1(r, f

∗
2 D2)||.

ならば、有限不分岐全射 ϕ : A1 → A2 が存在して、ϕ ◦ f1 = f2, D1 ⊂ ϕ∗D2となっ
ている。

(2) もし (7.7)が等号で成立ならば、もちろん (7.8)は不要、ϕ : A1 → A2 は同型で
D1 = ϕ∗D2.

系 7.9. 被覆列C → C/Z ∼= C∗ π−→C∗/Zτ = E (|τ | > 1) (楕円曲線) を考える。どのよう
に f : C → C∗と g : C → Eをとっても f−11 = g−1eは成立しない。
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定理 7.10 ([3]). OSを代数体 kの S-整数の全体とする。G1とG2を線形トーラス、gi ∈
Gi(OS) をザリスキー稠密な部分群を生成するものとする。Diを k上定義された因子で
I ⟨Di⟩をその定義イデアルとし St(Di) = {1}とする。無限個の自然数 n ∈ Nに対し

(7.11) (gn
1 )∗I ⟨D1⟩ ⊃ (gn

2 )∗I ⟨D2⟩

が成立するとする。すると、ある不分岐射 ϕ : G1 → G2 (k上) と h ∈ Nが存在して、
ϕ(gh

1 ) = gh
2 かつD1 ⊂ ϕ∗(D2).

条件 (7.11)は、イデアルの包含関係（重複度を込めている）なので、条件は台のみを考
えるのよりも強い条件となっている。

命題 7.12 ([3]). G1,G2, g1, g2 を上述のものとし、D1, D2を既約でD1 ∋ 1かつD2は正
次元の部分群の平行移動を含んでいないものとする。

(7.13) Supp (gn
1 )∗I ⟨D1⟩ ⊂ Supp (gn

2 )∗I ⟨D2⟩, ∀n ≫ 1

を仮定する。すると、支配的射 ϕ : G1 → G2 (k上)と h ∈ Nがあって、ϕ(g1) = gh
2 .

8 予想
既にある未解問題・決予想以外に、ここまでの議論から出てくる新しい手頃な (?)な問

題・予想を値分布と有理点分布に一つずつ述べてみよう。
(a) 値分布。 定理 7.3をみると次の予想が興味深い。

予想 8.1. Hj
::::::::

⊂
::::::::

Pn,
::::::::

1
::::::
≤
::::::

j
::::
≤
::::::

n
::::::

+
::::::

2
::
,
::
を

::::::
一
::::::
般
::::::
の
::::::
位
::::::
置
::::
に

::::::
あ
::::::
る
::::::
超
::::::
平
::::
面

::::::
と
::::::
し
::::::

f
::::::

:
::::
C
::::::

→
::::::::

Pn
::::::::
を
::::::
代
::::::
数
::::

非
::::::
退
::::::
化
::::
な

::::::
整
::::::
曲
::::::
線
::::::
と
::::::
す
::::
る

::::::
と
::::::::

f(C)
::::::::::::::

∩
::::

(
∑

j::::::::::::
Hj)
::::::::::
は

::::::
無
::::::
限
::::::
集
::::::
合
::::::::
、

::::::
特

::::::
に
::::::
あ
::::::
る
::::::

Hj
::::::::
が

::::::
在
::::::
っ
::::::::
て
::::::

f(C)
::::::::::::::

∩
::::::

Hj
::::::

は
::::::

Hj
::::::::
内

::::::
で
::::::
ザ
::::::
リ
::::::
ス
::::
キ

::::::
ー
::::::
稠
::::::
密
::::::
で
::::
あ

::::::
る
::::::
。
::::

(b) 有理点分布。 ここまでの結果、特に定理 7.1 を踏まえると、Lang予想 3.1 の部分
的解決に最も近いのは次の言述でないだろうか。

予想 8.2. (1) 代
::::::
数
::::::
体
::::::

k
::::::
上
::::::::
定
::::
義

::::::
さ
::::::
れ
::::::
た
::::::
代
::::::
数
::::
多

::::::
様
::::::
体
::::::::

X
::::
、
::::::
準
::::::
ア
::::::
ー
::::::
ベ
::::
ル

::::::
多

::::::
様
::::::
体
::::::::

A
::::
、
::::::
有
::::
限

::::::
射
::::::::

π
::::::

:

X
::::::

→
::::::::

A
::::::
を
::::::
考
::::
え

::::::
る
::::::
。
::::::

κ̄(X)
::::::::::::::

>
::::::

0
::::
と
::::::
す
::::::
る
::::
。

::::::
こ
::::::
の
::::::
時
::::::
、
::::
条

::::::
件
::::::::

7.2
::::::::
を
::::::
満
::::::
た
::::::
す
::::
有

::::::
限
::::::
個
::::::
の
::::::

Wj
::::::::::

$
::::::

X
::::::

(
::
k

::::::
上
::::

)
::

が
::::::
存
::::::
在
::::
し

::::::
て
::::::

X(k) ⊂
∪
有限

Wj.

(2)上
::::::
を
::::::
特
::::
殊

::::::
化
::::::
し
::::::
て
::::::
、
::::

A
::::::
を
::::::
単
::::::
純
::::::
ア
::::
ー

::::::
ベ
::::::
ル
::::::
多
::::::
様
::::
体

::::::
と
::::::
す
::::::
る
::::::
と
::::
、

::::::
X(k)
::::::::::::::

は
::::::
有
::::::
限
::::::
集
::::
合

::::::
で
::::::
あ
::::::
ろ
::::::
う
::::
。
::::

以下の文献は、主なもののみ：
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235–240.

[8] —–, The second main theorem for holomorphic curves into semi-Abelian varieties,

Acta Math. 188 no. 1 (2002), 129–161.

[9] —–, Degeneracy of holomorphic curves into algebraic varieties, J. Math. Pures Appl.

88 Issue 3, (2007), 293–306.

[10] —–, The second main theorem for holomorphic curves into semi-abelian varieties II,

Forum Math.20 (2008), 469–503.

[11] Y.-T. Siu and S.-K. Yeung, A generalized Bloch’s theorem and the hyperbolicity of

the complement of an ample divisor in an Abelian variety, Math. Ann. 306 (1996),

743–758.

[12] K. Yamanoi, Holomorphic curves in Abelian varieties and intersections with higher

codimensional subvarieties, Forum Math. 16 (2004), 749–788.

[13] —–, The second main theorem for small functions and related problems, Acta Math.

192 (2004), 225-294.

[14] —–, On the truncated small functions theorem in Nevanlinna theory, Internat. J.

Math. 17 (2006), 417-440.

9


