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0 はじめに
Galois 表現の変形理論とは，与えられた Galois 表現をより大きな係数環に変形

することを考え，その変形空間を調べることによって，もとの Galois表現について
の情報を得る理論である．Taylor，Wiles による Fermat 予想の解決 [W]，[TW] に
おいて重要な役割を果たしたのを初めとし，Galois 表現の保型性を示す上で欠かす
ことのできない手法となってきている．本稿の目的は，Galois 表現の変形とその変
形空間に関する基本的なことを解説することである．応用上重要なのは，有限体上
の Galois 表現の変形であるが，本稿では，もう少し一般的な状況で書いておいた．
第一節では，状況設定として，副有限群の表現の変形とその普遍変形環の定義を

述べる．第二節では，普遍変形環の存在に関する基本的な定理を述べる．第三節で
は，普遍変形環の接空間と 1次群コホモロジーの間の関係を説明し，普遍変形環が
Noether 環になるための必要十分条件について述べる．第四節では，副有限群の表
現を変形する上での障害が，2次群コホモロジーに表れることを説明し，普遍変形
環の次元と群コホモロジーの次元の間の関係について述べる．第五節では，条件付
きの変形を考えた際の，条件付き普遍変形環の存在に関する定理を述べる．最後に
付録として，必要になる環論に関する命題をまとめておいた．
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普遍変形環の存在は最初 Mazur [Ma1]によって，Schlessinger 判定法 [Sch]を用
いることで証明された．本稿では，枠付き変形普遍環を構成し，そこから普遍変形
環を構成する方法をとった．普遍変形環の構成及び条件付き普遍変形環に関する定
理は，[SL]を参考にした．普遍変形環の性質に関するその他の命題の多くは，[Ma1]

を参考にしたが，[Ma1]では副有限群や係数環にいくつか制限が付いていたので，
なるべく一般の場合に拡張しておいた．
普遍変形環の理論についての文献は，他にも [Ma2]などがある．また，普遍変形

環が Galois 表現を調べる上でどのように使われるかについては [斎藤]が参考にな
ると思う．

謝辞

本稿は第 17回整数論サマースクールにおける筆者の講演に基づいている．サマー
スクールを企画してくださった世話人の落合理さん，千田雅隆さん，山内卓也さん
に感謝したい．また落合さんは筆者の講演の準備の段階で多くの助言を下さった．
ここに感謝の意を表したい．

記法

本稿では以下の記法を用いる．可換局所環Rに対して，その極大イデアルをmR

で表す．可換環RとR加群Mに対して，EndR(M)はMの自己R加群準同型全体
を表し，AutR(M)はM の自己R加群同型全体を表す．可換環Rと群Gに対して，
R[G]はR係数のGの群環を表す．Setsは集合の圏を表す．

1 群の表現の変形
まず群の表現の変形を考えるための状況設定について説明する．Λを Noether 位

相可換局所環とし，Λの剰余体を kとする．Λの位相はmΛ進位相とし，体 kの位
相は離散位相を考える．圏 CΛを次のように定める．

• CΛの対象は，位相可換局所Λ代数Aで，Λ→ A/mAが全射となり，

A→ lim←−
a⊂A

A/a

が位相同型になるものとする．ただし，上の射影極限において，a ⊂ AはA/a

が Artin 局所環になるような開イデアル全体を動くとし，A/aの位相は離散
位相を考えているとする．

• CΛの射は，連続Λ代数準同型とする．
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特に，A ∈ Ob CΛの位相は完備であり，一般にmA進位相より粗いことに注意．ま
た，以下では上記のようなA/aのことをAの離散 Artin 商ということにする．
A ∈ Ob CΛに対し，階数 nの有限生成自由A加群M の位相を同型M

∼−→ Anに
よって定める．ただし，Anの位相は直積位相を考えており，M に定まる位相は同
型M

∼−→ Anの取り方によらない．
Gを副有限群とし，V をn次元kベクトル空間とする．連続表現 ρ̄ : G→ Autk(V )

を考える．本稿で考える群の表現の変形は次のようなものである．

定義 1.1. ρ̄のA ∈ Ob CΛ上の変形とは，階数 nの有限生成自由A加群M へのG

の連続表現 ρA : G→ AutA(M)と k[G]同型ψA :M ⊗A k
∼−→ V の組 (ρA, ψA)のこと

である．

関手Dρ̄ : CΛ → SetsをA ∈ Ob CΛに対して

Dρ̄(A) =
{
ρ̄のA上の変形の同型類全体のなす集合

}
とすることで定める．以下では，組 (ρA, ψA)の同型類のことを，単に (ρA, ψA)と
表すことがある．CΛ における射 A1 → A2 に対して，A1 → A2 がら誘導される
Dρ̄(A1) → Dρ̄(A2)による (ρA1 , ψA1) ∈ Dρ̄(A1)の像を (ρA1 ⊗A1 A2, ψA1 ⊗A1 A2)と
書く．Dρ̄がRρ̄ ∈ Ob CΛで表現されるとき，Rρ̄を ρ̄の普遍変形環という．ρ̄の普遍
変形環Rρ̄は存在するならば，同型を除いて一意に定まる．
ρ̄の変形は，V の順序付き基底をとることで，行列群を用いて以下のように記述で

きる．V のk上の順序付き基底を一つとって固定し，それから定まる同型Autk(V ) ∼=
GLn(k)を考え，合成

G
ρ̄−→ Autk(V ) ∼= GLn(k)

を再び ρ̄と表す．A ∈ Ob CΛとする．pA : A→ kを自然な射影とし，

Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
=

{
ρ : G→ GLn(A)

∣∣ ρ は連続群準同型で GLn(pA) ◦ ρ = ρ̄
}

とおく．ρ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
に対して，

G
ρ−→ GLn(A) ∼= AutA(A

n)

と自然な同型An ⊗A k ∼= knの組の同型類を対応させることで，全射

Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
→ Dρ̄(A) (1.1)

が得られる．ρ, ρ′ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
に対して，ρ, ρ′の写像 (1.1)による像が等し

くなることと，ρ = Hρ′H−1となるH ∈ KerGLn(pA)が存在することは同値であ
る．ρ̄のA上の変形 (ρA, ψA)に対し，写像 (1.1)による ρ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
の像

が (ρA, ψA)の同型類になるとき，ρを変形 (ρA, ψA)の実現ということにする．
次に，群の表現の枠付き変形について述べる．V の k上の順序付き基底 βを固定

する．
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定義 1.2. ρ̄のA ∈ Ob CΛ上の枠付き変形とは，階数 nの有限生成自由A加群Mへ
のGの連続表現 ρA : G→ AutA(M)と k[G]同型ψA :M ⊗A k

∼−→ V とψAによって
βの持ち上げとなるM のA上の順序付き基底 βAの組 (ρA, ψA, βA)のことである．

関手D�
ρ̄ : CΛ → SetsをA ∈ Ob CΛに対して

D�
ρ̄ (A) =

{
ρ̄のA上の枠付き変形の同型類全体のなす集合

}
とすることで定める．D�

ρ̄ がR�
ρ̄ ∈ Ob CΛで表現されるとき，R�

ρ̄ を ρ̄の枠付き普遍
変形環という．ρ̄の枠付き普遍変形環R�

ρ̄ は存在するならば，同型を除いて一意に
定まる．
ρ̄の枠付き変形は，行列群を用いて以下のように記述できる．V の k上の順序付

き基底 βから定まる同型Autk(V ) ∼= GLn(k)を考え，合成

G
ρ̄−→ Autk(V ) ∼= GLn(k)

を再び ρ̄と表す．A ∈ Ob CΛとする．このとき ρ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
に対して，

G
ρ−→ GLn(A) ∼= AutA(A

n)

と自然な同型An ⊗A k ∼= knとAnのA上の自然な順序付き基底の組の同型類を対
応させることで，全単射

Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
→ D�

ρ̄ (A) (1.2)

が得られる．

2 普遍変形環の存在
普遍変形環の存在に関しては次が成り立つ．

定理 2.1. ρ̄ : G→ Autk(V )によってV を k[G]加群とみなす．このときEndk[G] V =

kならば ρ̄の普遍変形環Rρ̄は存在する．

定理 2.1を証明することが，この節の目標である．まず次を証明する．

定理 2.2. ρ̄の普遍枠付き変形環R�
ρ̄ は存在する．

証明. 写像 (1.2)は全単射だったので，主張を示すには，ρ̄の枠付き普遍局所環R�
ρ̄ ∈

Ob CΛと普遍表現 ρ�univ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(R

�
ρ̄ )
)
を構成し，A ∈ Ob CΛに対し

HomCΛ(R
�
ρ̄ , A)→ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
; f 7→ f∗(ρ

�
univ) (2.1)

が全単射になることを示せばよい．ただし f∗(ρ
�
univ)は

G
ρ�univ−−−→ GLn(R

�
ρ̄ )

GLn(f)−−−−→ GLn(A)
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を表すとする．
まずGが有限群の場合を考える．Λ[G, n]を次の生成元と関係式で定まる可換 Λ

代数とする．

生成元 Xg
ij g ∈ G, 1 ≤ i, j ≤ n.

関係式 Xe
ij =

{
1

0

i = j

i ̸= j

Xgh
ij =

n∑
l=1

Xg
ilX

h
lj g, h ∈ G, 1 ≤ i, j ≤ n.

ここで eはGの単位元を表す．
すると任意の可換Λ代数Aに対して，自然な全単射

HomΛ−Alg(Λ[G, n], A)
∼−→ Hom

(
G,GLn(A)

)
; f 7→ ρf (2.2)

が存在する．ただし ρfは，g ∈ Gに対して ρf (g) =
(
f(Xg

ij)
)
i,j
とすることで定める．

全単射 (2.2)によって ρ̄ : G → GLn(k)に対応する Λ代数の射 Λ[G, n] → kの核
をmρ̄とおくと，mρ̄はΛ[G, n]の極大イデアルになる．Λ[G, n]のmρ̄における完備
化をR�

ρ̄ とする．R
�
ρ̄ は Noether 完備局所環となり，CΛの対象となる．全単射 (2.2)

により，自然な射Λ[G, n]→ R�
ρ̄ に対応する準同型 ρ�univ : G→ GLn(R

�
ρ̄ )をとると，

ρ�univ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(R

�
ρ̄ )
)
となる．このとき写像 (2.1)が全単射になることを示す．

写像 (2.1)の逆写像を構成する．A ∈ Ob CΛとし，ρ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
に対し

て，写像 (2.2)によって ρと対応する fρ ∈ HomΛ−Alg(Λ[G, n], A)をとる．ρのmAを
法とした還元が ρ̄であることから，fρ(mρ̄) ⊂ mAとなる．すると A/aが Artin 局
所環となるようなAの開イデアル aに対して，図式

Λ[G, n]
fρ //

��

A

��
R�

ρ̄

fρ,a // A/a

を可換にするような連続Λ代数準同型 fρ,a : R
�
ρ̄ → A/aが一意的に存在する．ただ

し，上の図式で縦の射はいずれも自然な射を考えている．aに関する射影極限をと
ることによって，fρ,aたちから誘導される連続 Λ代数準同型を f̂ρ : R�

ρ̄ → Aとし，
写像

Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
→ HomCΛ(R

�
ρ̄ , A); ρ 7→ f̂ρ

を考える．この写像が，写像 (2.1)の逆写像を与えていることは容易に確かめられる．
次に一般の場合を考える．まずG = lim←−Hとかく．ただし，Hは図式

G
ρ̄ //

��

GLn(k)

H

ρ̄H

;;wwwwwwwww
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を可換にする ρ̄H : H → GLn(k)が存在するようなGの離散商Hを動くとする．こ
のときHは有限群なので，すでに示したことから，ρ̄Hの枠付き普遍局所環R�

ρ̄H
∈

Ob CΛ と普遍表現 ρH,univ ∈ Homρ̄

(
H,GLn(R

�
ρ̄H
)
)
が存在する．Gの 2つの離散商

G→ H ′ → Hに対して，

H ′ → H
ρH,univ−−−−→ GLn(R

�
ρ̄H
)

に対応する CΛにおける射R�
ρ̄H′ → R�

ρ̄H
を考えることによって，CΛにおける射影系

(RH)H を得る．R�
ρ̄ = lim←−H

R�
ρ̄H
とおき，連続準同型

G→ H
ρH,univ−−−−→ GLn(R

�
ρ̄H
)

たちから，H に関する射影極限をとることで得られる連続準同型を ρ�univ : G →
GLn(R

�
ρ̄ )とする．

R�
ρ̄H
の離散 Artin 商 R̄�

ρ̄H
に対して，合成写像Λ[H,n]→ R�

ρ̄H
→ R̄�

ρ̄H
は全射とな

る．Gの 2つの離散商G→ H ′ → Hに対して，自然な射による図式

Λ[H ′, n] //

��

R�
ρ̄H′

��
Λ[H,n] // R�

ρ̄H

は可換になるので，Λ[H,n]のR�
ρ̄H
における像は，R�

ρ̄ のR�
ρ̄H
における像に含まれ

る．よって R̄�
ρ̄H
はR�

ρ̄ の離散 Artin 商となる．逆にR�
ρ̄ の任意の離散 Artin 商はあ

るR�
ρ̄H
の離散 Artin 商として得られる．このことから，R�

ρ̄ ∈ Ob CΛとなることが
わかる．
Aを CΛの対象とし，離散 Artin 商の射影極限としてA = lim←−i

Aiとかく．このと
き，自然な同型

HomCΛ(R
�
ρ̄ , A)

∼= lim←−
i

HomCΛ(R
�
ρ̄ , Ai) ∼= lim←−

i

lim−→
H

HomCΛ(R
�
ρ̄H
, Ai)

∼= lim←−
i

lim−→
H

Homρ̄H

(
H,GLn(Ai)

)
∼= lim←−

i

Homρ̄

(
G,GLn(Ai)

) ∼= Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
が得られ，(2.1)が全単射であることが示された．

以下では，定理 2.1の証明が完了するまで，Endk[G] V = kを仮定する．定理 2.1

を証明するために，まず，良い位置の表現という言葉を定義する．
V の k上の順序付き基底を一つとって固定し，それから定まる同型 Autk(V ) ∼=

GLn(k)を考え，合成
G

ρ̄−→ Autk(V ) ∼= GLn(k)

を再び ρ̄と表す．Gの有限個の元 g1, . . . , grを，すべての ρ̄(gi)と交換するMn(k)の
元がスカラー行列だけであるようにとる．各 ρ̄(gi)の持ち上げEi ∈ Mn(Λ)をとって
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固定する．A ∈ CΛとする．自然な射Mn(Λ)→ Mn(A)によるEiの像を再びEiと書
く．Aをスカラー行列と見ることでMn(A)の部分加群とみなしM0

n(A) = Mn(A)/A

とおく．A加群準同型

iA : M0
n(A)→ Mn(A)

r; M mod A 7→ (MEi − EiM)ri=1

は分裂単射となることが，中山の補題よりわかる．πΛ ◦ iΛ = idM0
n(A)となるΛ加群

準同型 πΛ : Mn(Λ)
r → M0

n(Λ)を一つとって固定する．πA : Mn(A)
r → M0

n(A)を合
成写像

Mn(A)
r ∼= Mn(Λ)

r ⊗Λ A
πΛ⊗idA−−−−→ M0

n(λ)⊗Λ A ∼= M0
n(A)

によって定める．ただし，ここで一つ目と三つ目の射は自然な同型とする．
A ∈ Ob CΛに対して，合成写像

Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
→ Mn(A)

r πA−→ M0
n(A) (2.3)

ρ 7→
(
ρ(gi)

)r
i=1

を考え，この合成写像によるρ ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
の像がπA(E1, . . . , Er)となると

き，ρは良い位置の表現ということにする．良い位置の表現のなすHomρ̄

(
G,GLn(A)

)
の部分集合をHomρ̄,well

(
G,GLn(A)

)
と表す．

補題 2.3. A ∈ Ob CΛとする．任意の ρA ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
に対して，mAを法

とした還元がGLn(k)の単位行列になるH ∈ GLn(A)で，HρAH−1が良い位置の表
現となるものがある．また，このようなH ∈ GLn(A)は 1 +mAを法として一意に
定まる．

証明. まず，ある正の整数mに対してmm
A = 0となっている場合に，mに関する帰

納法で主張を示す．
m = 1の場合は明らか．m ≥ 2とする．mm−1

A M0
n(A)の元は，あるL ∈ mm−1

A Mn(A)

に対してL mod mm−1
A と書ける．L mod mm−1

A ∈ mm−1
A M0

n(A)のHomρ̄

(
G,GLn(A)

)
への作用を

Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
→ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
; ρA 7→ (1 + L)ρA(1 + L)−1

とするとこれは代表元 Lの取り方によらず定まる．
帰納法の仮定より ρAのmm−1

A を法とした還元は，良い位置の表現であるとしてよ
い．このときに，(1+L)ρA(1+L)−1が良い位置の表現になるようなL mod mm−1

A ∈
mm−1

A M0
n(A)が一意的に存在することを示せばよい．L mod mm−1

A ∈ mm−1
A M0

n(A)の
M0

n(A)への作用を

M0
n(A)→ M0

n(A); M mod A 7→M + L mod A

とすると，写像 (2.3)はmm−1
A M0

n(A)の作用と両立するので，示すべきことが従う．
次に，一般の場合を考える．任意の正の整数mに対して，Am = A/mm

A と置き，
ρAのmm

A を法とした還元を ρAm : G → GLn(Am)とする．すでに示したことから，
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mAmを法とした還元がGLn(k)の単位行列になるHm ∈ GLn(Am)で，HmρAH
−1
m が

良い位置の表現となるものがある．さらに，Hmが 1 +mAmを法として一意に定ま
ることを用いて，任意の正の整数m1 > m2に対してHm1のmm2

A を法とした還元が
Hm2になるように，Hmたちをとることができる．Aの位相はmA進位相より粗い
ので，HmたちのGLn(A)への持ち上げHが一意的に存在し，求めている条件を満
たしている．さらに，求めている条件を満たすH ∈ GLn(A)が 1 +mAを法として
一意に定まることも容易に従う．

包含写像Homρ̄,well

(
G,GLn(A)

)
↪→ Homρ̄

(
G,GLn(A)

)
と写像 (1.1)の合成

Homρ̄,well

(
G,GLn(A)

)
→ Dρ̄(A) (2.4)

は，補題 2.3より全単射になる．

定理 2.1の証明. ρ̄の普遍表現 ρ�univ に対して，補題 2.3を適用して得られる H ∈
GLn(R

�
univ)を考え，ρ

�
well = Hρ�univH

−1とおく．全ての g ∈ Gに対して ρ�well(g)の全
ての成分を含むようなR�

univの最小の閉部分 Λ代数をRρ̄とする．Rρ̄は CΛの対象
となる．ρ�wellから誘導されるHomρ̄,well

(
G,GLn(Rρ̄)

)
の元を ρunivと表す．写像 (2.4)

が全単射なので，任意のA ∈ Ob CΛに対して，

HomCΛ(Rρ̄, A)→ Homρ̄,well

(
G,GLn(A)

)
; f 7→ f∗(ρuniv) (2.5)

が全単射になることを示せばよい．ただし f∗(ρuniv)は

G
ρuniv−−−→ GLn(Rρ̄)

GLn(f)−−−−→ GLn(A)

を表すとする．
写像 (2.5)が単射であることは，Rρ̄の定義から明らかである．写像 (2.5)が全射

になることを示す．ρA ∈ Homρ̄,well

(
G,GLn(A)

)
とする．全単射 (2.1)により ρAに

対応する f̃ ∈ HomCΛ(R
�
ρ̄ , A)をとり，f̃ のRρ̄への制限を f とする．すると

f∗(ρuniv) = f̃∗(ρ
�
well) = f̃∗(Hρ

�
univH

−1) = GLn(f̃)(H)ρA
(
GLn(f̃)(H)

)−1

となるが，f∗(ρuniv)と ρAはどちらも良い位置の表現なので，補題 2.3の一意性に関
する主張から f∗(ρuniv) = ρAがわかる．

n = 1のときは，Endk[G] V = kとなるので，普遍変形環が存在する．1次元表現
の普遍変形環に関しては，次が成り立つ．

命題 2.4. n = 1とし，kの標数が pであるとする．ΛのmΛ進位相に関する完備化
を Λ̂とし，Gab,pをGの Abel 化の副 p完備化とする．このとき，ρ̄の普遍変形環
Rρ̄は Λ̂係数のGab,pの完備群環 Λ̂[[Gab,p]]と同型になる．
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証明. ρ̄と自然な同型Autk(V ) ∼= k×の合成

G
ρ̄−→ Autk(V ) ∼= k×

を再び ρ̄で表す．ρ̄(G) ⊂ k×0 となるような，有限体 k0 ⊂ kをとる．pに関する k0上
のWittベクトルの環をW (k0)とかく．Λ̂は自然にW (k0)代数となる．Teichmüller

持ち上げ写像 k×0 → W (k0)
×と自然な射W (k0)

× → Λ̂×の合成を

sΛ̂ : k×0 → Λ̂×

とする．任意のA ∈ Ob CΛに対し，GL1(A)とA×を同一視する．π : G→ Gab,pを
自然な全射とし，群準同型

ρuniv : G→ GL1(Λ̂[[G
ab,p]]); g 7→ sΛ̂

(
ρ̄(g)

)
π(g)

を考える．Artin 環であるA ∈ Ob CΛに対して，

HomCΛ(Λ̂[[G
ab,p]], A)→ Homρ̄

(
G,GL1(A)

)
; f 7→ f∗(ρuniv) (2.6)

が全単射になることを示せばよい．ただし f∗(ρuniv)は

G
ρuniv−−−→ GL1(Λ̂[[G

ab,p]])
GL1(f)−−−−→ GL1(A)

を表すとする．
写像 (2.6)の逆写像を構成する．Aを Artin 環である CΛの対象とする．Aは自然

に Λ̂代数となる．sΛ̂ : k× → Λ̂×と自然な射 Λ̂× → A×の合成を sA : k× → A×で表
す．ρ ∈ Homρ̄

(
G,GL1(A)

)
に対し，群準同型

hρ : G→ A×; g 7→ ρ(g)sA
(
ρ̄(g)

)−1

を考えると，図式

G
hρ //

π

��

A×

Gab,p

h̄ρ

<<xxxxxxxx

を可換にする h̄ρ : G
ab,p → A×が一意的に存在する．Λ̂[Gab,p]を Λ̂係数のGab,pの群

環とし，Λ̂代数準同型fρ : Λ̂[G
ab,p]→ Aを，g ∈ Gab,p ⊂ Λ̂[Gab,p]に対してg 7→ h̄ρ(g)

とすることで定める．すると fρは連続 Λ̂準同型 f̂ρ : Λ̂[[Gab,p]] → Aに一意的に延
びる．写像

Homρ̄

(
G,GL1(A)

)
→ HomCΛ(Λ̂[[G

ab,p]], A); ρ 7→ f̂ρ

が写像 (2.6)の逆写像を与えることは容易に確かめられる．
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3 普遍変形環の接空間
k[ϵ]を生成元 ϵと関係式 ϵ2 = 0で定まる k代数とする．k[ϵ]の元は kの元 x, yを

用いて x+ yϵと表せる．k[ϵ]は自然に CΛの対象とみなせる．R ∈ CΛに対して，R
の Zariski 接空間 tRを tR = HomCΛ(R, k[ϵ]) と定義する．
tRに kベクトル空間の構造を以下のように定める．k代数 k[ϵ]×k k[ϵ]を

k[ϵ]×k k[ϵ] =
{
(x+ y1ϵ, x+ y2ϵ) ∈ k[ϵ]× k[ϵ]

∣∣ x, y1, y2 ∈ k}
と定義する．すると自然な同型

h : HomCΛ(R, k[ϵ]×k k[ϵ]) ∼= HomCΛ(R, k[ϵ])× HomCΛ(R, k[ϵ]) = tR × tR

が存在する．k代数準同型

fs : k[ϵ]×k k[ϵ]→ k[ϵ]; (x+ y1ϵ, x+ y2ϵ) 7→ x+ (y1 + y2)ϵ

を考え，tRにおける加法を

tR × tR
h−1

−−→ HomCΛ(R, k[ϵ]×k k[ϵ])
HomCΛ (R,fs)−−−−−−−→ HomCΛ(R, k[ϵ]) = tR

によって定める．次に a ∈ kに対して，k代数準同型

ma : k[ϵ]→ k[ϵ]; x+ yϵ→ x+ ayϵ

を考え，tRにおける a倍を

tR = HomCΛ(R, k[ϵ])
HomCΛ (R,ma)−−−−−−−−→ HomCΛ(R, k[ϵ]) = tR

と定める．
Ad(ρ̄)は Endk(V )に g ∈ Gの作用を

Endk(V )→ Endk(V ); ϕ→ ρ̄(g)ϕρ̄(g)−1

と定めた連続G加群を表すとする．本稿では，連続G加群Ad(ρ̄)の群コホモロジー
は，連続群コホモロジーを考えるとする．このとき次が成り立つ．

命題 3.1. Endk[G] V = kとし，Rρ̄を ρ̄の普遍変形環とする．このとき kベクトル
空間の自然な同型

tRρ̄
∼= H1

(
G,Ad(ρ̄)

)
が存在する．

証明. V の k上の順序付き基底を一つとって固定して，Endk(V )とMn(k)を同一視
し，ρ̄をG→ GLn(k)とみなす．このとき，自然な全射

Homρ̄

(
G,GLn(k[ϵ])

)
→ Dρ̄(k[ϵ]) ∼= tRρ̄ (3.1)
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が存在する．Z1
(
G,Ad(ρ̄)

)
を連続G加群Ad(ρ̄)の連続 1コサイクルのなす空間と

する．Z1
(
G,Ad(ρ̄)

)
の元を c : G→ Mn(k)と表す．このとき

Z1
(
G,Ad(ρ̄)

)
→ Homρ̄

(
G,GLn(k[ϵ])

)
; c 7→

(
g 7→

(
1 + c(g)ϵ

)
ρ̄(g)

)
(3.2)

は全単射となる．写像 (3.2)と写像 (3.1)の合成

Z1
(
G,Ad(ρ̄)

)
→ tRρ̄ (3.3)

は kベクトル空間の全射となる．準同型 (3.3)の核は，ちょうど連続 1コバウンダ
リーの空間になるので，主張が従う．

補題 3.2. R ∈ CΛに対して，kベクトル空間の自然な同型

Homk-cont

(
mR/(m

2
R +mΛR), k

) ∼= tR

が存在する．ただし上の同型の左辺は，mR/(m
2
R +mΛR)から kへの k線型連続写

像全体を表し，mR/(m
2
R +mΛR)の位相はRの位相から誘導されるものを考えると

する．

証明. m2
k[ϵ] = 0なので，自然な射

HomCΛ
(
R/(m2

R +mΛR), k[ϵ]
)
→ HomCΛ(R, k[ϵ]) = tR

は同型となる．自然な射

k ⊕mR/(m
2
R +mΛR)→ R/(m2

R +mΛR)

は左辺に直和位相を考えたときに位相同型になるので，mR/(m
2
R +mΛR)への制限

によって定まる射

HomCΛ
(
R/(m2

R +mΛR), k[ϵ]
)
→ Homk-cont

(
mR/(m

2
R +mΛR), k

)
は同型となる．以上より主張が従う．

次に，普遍変形環Rρ̄が Noether 環になるための必要十分条件について述べる．

命題 3.3. Endk[G] V = kとし，Rρ̄を ρ̄の普遍変形環とする．Rρ̄が Noether 環であ
ることとH1

(
G,Ad(ρ̄)

)
が k上有限次元であることは同値である．

証明. 命題 3.1より，H1
(
G,Ad(ρ̄)

)
が k上有限次元であることは tRρ̄が k上有限次

元であることと同値である．Rρ̄を離散 Artin 商の射影極限として lim←−i
Riと表す．

すると，補題 3.2より

tRρ̄ = HomCΛ(Rρ̄, k[ϵ]) ∼= lim−→
i

HomCΛ(Ri, k[ϵ]) ∼= lim−→
i

Homk

(
mRi

/(m2
Ri

+mΛRi), k
)
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となる．この同型において，最右辺の推移写像は単射なので，tRρ̄ が k上有限次元
であることは dimk

(
mRi

/(m2
Ri

+mΛRi)
)
が iに関して有界であることと同値である．

Λは Noether 環なので dimk(mΛ/m
2
Λ)は有限であり，dimk

(
mRi

/(m2
Ri

+ mΛRi)
)
と

dimk(mRi
/m2

Ri
)は高 d々imk(mΛ/m

2
Λ)しか違わない．よってdimk

(
mRi

/(m2
Ri
+mΛRi)

)
が iに関して有界であることと dimk(mRi

/m2
Ri
)が iに関して有界であることは同値

である．さらに，命題A.2を用いると主張が従う．

例 3.4. H1
(
G,Ad(ρ̄)

)
が k上有限次元になる例としては，以下のようなものがある．

1. Kを p進体とする．G = GK のとき，H1
(
G,Ad(ρ̄)

)
は k上有限次元になる．

2. K を代数体とし，SをK の素点の有限集合でK の無限素点をすべて含むも
のとする．Gが S の外で不分岐な最大代数拡大のK 上の Galois 群のとき，
H1

(
G,Ad(ρ̄)

)
は k上有限次元になる．

4 変形の障害
定理 4.1. A0, A1 を CΛ の対象とし，p1,0 : A1 → A0 を CΛ における全射とする．
I = Ker p1,0 とおく．ImA1 = 0であると仮定し，I を k ベクトル空間とみなす．
(ρA0 , ψA0)を ρ̄の A0 上の変形とする．このとき (ρA0 , ψA0)の p1,0 に関する障害類
O(ρA0 , ψA0) ∈ H2

(
G,Ad(ρ̄)⊗k I

)
が存在し，次の二つが同値になる．

1. O(ρA0 , ψA0)が消える．

2. ρ̄のA1上の変形 (ρA1 , ψA1)でDρ̄(p1,0) : Dρ̄(A1)→ Dρ̄(A0)による像が (ρA0 , ψA0)

になるものがある．

証明. (ρA0 , ψA0)の実現 ρ0 ∈ Homρ̄

(
G,GLn(A0)

)
をとる．集合としての写像 γ1 :

G→ GLn(A1)を，GLn(p1,0) ◦ γ1 = ρ0となるようにとる．c : G×G→ Ad(ρ̄)⊗k I

を，g1, g2 ∈ Gに対して，

c(g1, g2) = γ1(g1g2)γ1(g2)γ1(g1) ∈ 1 +Mn(k)⊗k I ∼= Ad(ρ̄)⊗k I

とすることで定めると，cは連続G加群Ad(ρ̄)⊗k Iの連続 2コサイクルとなる．c
の定めるH2

(
G,Ad(ρ̄)⊗k I

)
のコホモロジー類をO(ρA0 , ψA0)とおく．O(ρA0 , ψA0)

が ρ0や γ1の取り方によらないことと，示すべき性質をみたすことは容易に確かめ
られる．

命題 4.2. Endk[G] V = kとし，Rρ̄ を ρ̄の普遍変形環とする．i = 1, 2に対して，
di = dimkH

i
(
G,Ad(ρ̄)

)
とおく．d1が有限であると仮定する．このとき

Krull dim(Rρ̄/mΛRρ̄) ≥ d1 − d2

が成り立つ．
さらに，d2 = 0ならば，上の不等式は等式になり，Rρ̄はΛ上の d1変数の形式的

べき級数環と同型になる．
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証明. d1が有限なので，命題 3.3よりRρ̄は Noether 環である．Zariski 接空間に同
型を誘導するような連続 k代数準同型 f0 : k[[X1, . . . , Xd1 ]]→ Rρ̄/mΛRρ̄をとる．m

を k[[X1, . . . , Xd1 ]]の極大イデアルとし，J = Ker f0とおく．
f̄0 : k[[X1, . . . , Xd1 ]]/mJ → Rρ̄/mΛRρ̄を f0から誘導される連続 k代数準同型と

し，短完全系列

0→ J/mJ → k[[X1, . . . , Xd1 ]]/mJ
f̄0−→ Rρ̄/mΛRρ̄ → 0

を考える．ρ̄のRρ̄上の普遍変形から誘導されるRρ̄/mΛRρ̄上の変形を (ρ0, ψ0)とする．
f̄0に関する (ρ0, ψ0)の障害類O(ρ0, ψ0) ∈ H2

(
G,Ad(ρ̄)⊗k J/mJ

)
を考える．Artin-

Rees の補題より J/mJ の位相は離散位相になるので，任意の f ∈ Homk(J/mJ, k)

は連続写像となり，

Tf : Ad(ρ̄)⊗k J/mJ
id⊗f−−−→ Ad(ρ̄)⊗k k ∼= Ad(ρ̄)

は連続G加群準同型となる．写像

Φ : Homk(J/mJ, k)→ H2
(
G,Ad(ρ̄)

)
; f 7→ H2(G, Tf )

(
O(ρ0, ψ0)

)
を考える．
Φが単射であることを示す．ある f ∈ Homk(J/mJ, k)に対し，Φ(f) = 0かつ

f ̸= 0となったとする．k[[X1, . . . , Xd1 ]]/mJ をKer f で割った位相環をR′とする．
f ′
0 : R

′ → Rρ̄/mΛRρ̄を f̄0から誘導される連続 k代数準同型とし，短完全系列

0→ k → R′ f ′
0−→ Rρ̄/mΛRρ̄ → 0

を考える．Φ(f) = 0であったことから，f ′
0に関する (ρ0, ψ0)の障害類は消える．ρ̄の

R′上の変形 (ρ′, ψ′)でDρ̄(f
′
0)による像が (ρ0, ψ0)になるものがある．R′は k代数な

ので，(ρ′, ψ′)の定めるRρ̄ → R′は g′0 : Rρ̄/mΛRρ̄ → R′を誘導し，f ′
0◦g′0 = idRρ̄/mΛRρ̄

となる．g′0は単射かつ Zariski 接空間に同型を誘導する．よって g′0は同型となり，
f ′
0も同型となる．これは矛盾．以上により，Φが単射であることが示された．
k[[X1, . . . , Xd1 ]]のイデアル J は dimk J/mJ 個の元で生成されるので，

Krull dim(Rρ̄/mΛRρ̄) ≥ d1 − dimk J/mJ

である．さらにΦが単射であることより，dimk J/mJ ≤ d2なので一つ目の主張が
従う．
d2 = 0ならば，Φが単射であることより J = 0がわかる．よって f0は同型とな

り，Krull dim(Rρ̄/mΛRρ̄) = d1となる．図式

Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]
f //

��

Rρ̄

��
k[[X1, . . . , Xd1 ]]

f0 // Rρ̄/mΛRρ̄
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を可換にするような f : Λ[[X1, . . . , Xd1 ]] → Rρ̄をとると，f は Zariski 接空間に同
型を誘導するので，全射となる．
次に，CΛの射

g1 : Rρ̄ → Rρ̄/mΛRρ̄

f−1
0−−→ k[[X1, . . . , Xd1 ]]→ k[X1, . . . , Xd1 ]/(X1, . . . , Xd1)

2

を考える．g1は Zariski 接空間に同型を誘導する．d2 = 0なので，g1に対応する
k[X1, . . . , Xd1 ]/(X1, . . . , Xd1)

2上の変形の

Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]/(mΛ, X1, . . . , Xd1)
2 → k[X1, . . . , Xd1 ]/(X1, . . . , Xd1)

2

に関する障害類は消えており，g1は

g2 : Rρ̄ → Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]/(mΛ, X1, . . . , Xd1)
2

に持ち上がる．同様の理由により，m ≥ 2に対し帰納的に

gm : Rρ̄ → Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]/(mΛ, X1, . . . , Xd1)
m

は
gm+1 : Rρ̄ → Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]/(mΛ, X1, . . . , Xd1)

m+1

に持ち上がる．よって (gm)m≥2は g : Rρ̄ → Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]に持ち上がる．gは g1
の持ち上げなので，Zariki 接空間に同型を誘導し，全射となる．よって，全射

g ◦ f : Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]→ Λ[[X1, . . . , Xd1 ]]

が存在する．Ker f ̸= 0と仮定すると，
(
Ker(g ◦ f)m

)
m≥1
がΛ[[X1, . . . , Xd1 ]]のイデ

アルの真の無限増大列となりΛ[[X1, . . . , Xd1 ]]が Noether 環であることに矛盾する．
よって，f は同型となり二つ目の主張が示された．

注意 4.3. 例 3.4の 1あるいは 2の場合に，さらに kが有限体ならば，命題 4.2の
d1 − d2は，Euler-Poincaré 標数公式を用いて計算できる．

5 条件付きの変形
SをDρ̄の部分関手とする．Sが条件 (R)をみたすとは，以下の条件をみたすこ

ととする．

1. S(k) = Dρ̄(k).

2. (ρA, ψA)をA ∈ Ob CΛ上の変形とすると，(ρA, ψA) ∈ S(A)となることとa ̸= A

であるAの任意の開イデアル aに対して (ρA ⊗A A/a, ψA ⊗A A/a) ∈ S(A/a)
となることは同値である．
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3. (ρA, ψA)をA ∈ Ob CΛ上の変形とし，a ̸= A，b ̸= AであるAの開イデアルa, b

に対して (ρA⊗AA/a, ψA⊗AA/a) ∈ S(A/a)，(ρA⊗AA/b, ψA⊗AA/b) ∈ S(A/b)
となるならば，

(
ρA ⊗A A/(a ∩ b), ψA ⊗A A/(a ∩ b)

)
∈ S

(
A/(a ∩ b)

)
となる．

4. (ρA, ψA)をA ∈ Ob CΛ上の変形とし，A→ A′を Artin 局所環である CΛの対
象の間の単射 Λ代数準同型とすると，(ρA, ψA) ∈ S(A)であることと (ρA ⊗A

A′, ψA ⊗A A
′) ∈ S(A′)であることは同値である．

定理 5.1. Endk[G] V = kとし，Rρ̄を ρ̄の普遍変形環とする．Dρ̄の部分関手 Sが
条件 (R)をみたすならば，Rρ̄の閉イデアル aS が存在して，Rρ̄/aS ∈ Ob CΛとな
り，任意の A ∈ Ob CΛ に対し，自然な全単射 HomCΛ(Rρ̄, A) → Dρ̄(A)は全単射
HomCΛ(Rρ̄/aS, A)→ S(A)を誘導する．

証明. (ρRρ̄ , ψRρ̄)を Rρ̄上の普遍変形とし，XS を (ρRρ̄ ⊗Rρ̄ Rρ̄/a, ψRρ̄ ⊗Rρ̄ Rρ̄/a) ∈
S(Rρ̄/a)となるRρ̄の開イデアル a全体の集合とする．aS =

∩
a∈XS

aとおくと，命
題 A.3より，自然な射 Rρ̄ → lim←−a∈XS

Rρ̄/aは，位相環同型 Rρ̄/aS
∼−→ lim←−a∈XS

Rρ̄/a

を誘導する．aSが示すべき性質をみたすことは，容易に確かめられる．

A ∈ CΛと階数nの有限生成自由A加群MへのGの連続表現 ρA : G→ AutA(M)

に対し，ρAから誘導される群準同型

G→ AutA(
n∧
A

M) ∼= A×

を detρAで表す．
δ : G→ Λ×を連続群準同型とする．A ∈ CΛに対して，合成群準同型

δA : G
δ−→ Λ× → A×

とする．ただしΛ× → A×は，AのΛ代数構造から誘導される自然な群準同型とす
る．Dρ̄の部分関手Dρ̄,δを，A ∈ CΛに対して

Dρ̄,δ(A) =
{
(ρA : G→ AutA(M), ψA) ∈ Dρ̄(A)

∣∣∣ detρA = δA

}
とすることで定める．このとき次が成り立つ．

命題 5.2. Endk[G] V = kかつDρ̄,δ(k) = Dρ̄(k)ならば，Dρ̄,δを表現するRρ̄,δ ∈ Ob CΛ
が存在する．

証明. Dρ̄,δが条件 (R)をみたすことが容易に確かめられるので，定理 5.1より主張
が従う．

I をGの正規閉部分群とし，n = 2とする．A ∈ CΛに対して，ρ̄の A上の変形
(ρA : G→ AutA(M), ψA)が I通常であるとは，Mの I不変部分M IがMのA上階
数 1の直和因子になっていることとする．I通常である変形はDρ̄の部分関手Dord

ρ̄

を定める．
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命題 5.3. Endk[G] V = kかつ Dord
ρ̄ (k) = Dρ̄(k)ならば，Dord

ρ̄ を表現する Rord
ρ̄ ∈

Ob CΛが存在する．

証明. (ρA : G → AutA(M), ψA)を ρ̄のA ∈ CΛ上の変形とする．ρ̄の k上の自明な
変形が I通常なので，(ρA, ψA)が I通常であることとψA(x⊗ 1) ̸= 0となる x ∈M I

が存在することは同値である．
V への作用が自明でない g0 ∈ Iをとる．A[G]をA係数のGの群環とする．任意

の g ∈ I に対し，M が (g − 1)
(
g0 − detρA(g0)

)
∈ A[G]の作用で消えるという条件

を条件 (CI)ということにする．(ρA, ψA)が I通常であることの必要十分条件が条件
(CI)であることを示す．
必要条件であることは明らか．十分条件であることを示す．条件 (CI)が成り立つ

とする．y0,
(
g0−detρ̄(g0)

)
(y0)が k上一次独立になる y0 ∈ V をとる．ψA(y⊗1) = y0

となるy ∈Mをとって，x =
(
g0−detρA(g0)

)
(y)とおくとx ∈M IかつψA(x⊗1) ̸= 0

となるので，(ρA, ψA)は I通常となる．
(ρA, ψA)が I通常であることの必要十分条件が，条件 (CI)であることを使うと，

Dord
ρ̄ が条件 (R)をみたすことは容易に確かめられる．よって，定理 5.1より主張が
従う．

nは再び一般の正の整数とする．Kを p進体とし，G = GK で，kは標数 pの有
限体であるとする．
Artin 環である A ∈ CΛに対して，A上の変形 (ρA, ψA)が有限平坦であるとは，

ρAがOK 上のある有限平坦群スキームの一般ファイバーから得られるGK 加群と
同型であることとする．一般の A ∈ CΛに対して，(ρA, ψA)を A上の変形とする．
Aの任意の離散 Artin 商A′に対して (ρA ⊗A A

′, ψA ⊗A A
′)が有限平坦であるとき，

(ρA, ψA)は有限平坦であるという．有限平坦な変形はDρ̄の部分関手Dfl
ρ̄ を定める．

命題 5.4. Endk[G] V = kかつDfl
ρ̄(k) = Dρ̄(k)ならば，Dfl

ρ̄ を表現するRfl
ρ̄ ∈ Ob CΛ

が存在する．

証明. 有限平坦性は，有限直積，部分加群，商加群をとる操作で保存されるので，
Dfl

ρ̄ が条件 (R)をみたすことがわかる．よって，定理 5.1より主張が従う．

A 環論の補足
補題 A.1. A ∈ CΛとし，Aを離散 Artin 商の射影極限として lim←−i

Aiと表す．1 ≤
j ≤ 3に対し，(M j

i )を有限生成Ai加群M j
i のなす加群の射影系とし，

(M1
i )→ (M2

i )→ (M3
i ) (A.1)

を加群の射影系の完全列とする．射影系 (Ai)の任意の推移写像Ai → Ai′と1 ≤ j ≤ 3

に対し，推移写像M j
i → M j

i′ はAi線型であると仮定する．このとき，射影系の完
全列 (A.1)はA加群の完全列

lim←−
i

M1
i → lim←−

i

M2
i → lim←−

i

M3
i

16



を誘導する．

証明. 任意の iと 1 ≤ j ≤ 3に対し，M j
i は Artin A加群である．Artin A加群の列

は Mittag-Leffler 条件をみたすので主張が従う．

命題 A.2. A ∈ CΛとし，Aを離散 Artin 商の射影極限として lim←−i
Aiと表す．この

時，次の二つの条件は同値である．

1. Aは Noether 環である．

2. dimk(mAi
/m2

Ai
)は iに関して有界である．

また，これらの条件が成り立つとき，Aの位相はmA進位相である．

証明. 条件 1から条件 2が従うのは明らかである．条件 2を仮定して，Aが Noether

環になることとAの位相がmA進位相になることを示せばよい．
まず，任意の非負整数mに対してmm

A
∼−→ lim←−i

mm
Ai
となることをmに関する帰納

法で示す．m = 0のときは明らかである．mを非負整数とする．mm
A

∼−→ lim←−i
mm

Ai
を

仮定して，mm+1
A

∼−→ lim←−i
mm+1

Ai
を示す．完全列

0→ mm+1
Ai
→ mm

Ai
→ mm

Ai
/mm+1

Ai
→ 0 (A.2)

を考える．N = lim←−i
mm

Ai
/mm+1

Ai
とおく．条件 2より，dimk(m

m
Ai
/mm+1

Ai
)は iに関して

有界なので，十分大きい任意の iに対して自然な射mm
Ai+1

/mm+1
Ai+1
→ mm

Ai
/mm+1

Ai
は同

型となる．よってN は k上の有限次元ベクトル空間になる．完全列 (A.2)の iに関
する射影極限をとると，補題A.1より

0→ lim←−
i

mm+1
Ai
→ mm

A → N → 0 (A.3)

となる．l = dimkNとおく．Nの k上基底のmm
A への持ち上げ a1, . . . , alをとる．aj

のAiにおける像を aj,iとおく．すると任意の iに対して

Al
i → mm

Ai
; (x1, . . . xl) 7→ x1a1,i + · · ·+ xlal,i

は全射となる．この全射の iに関する射影極限をとると，補題A.1と帰納法の仮定
より，mm

A がAのイデアルとして a1, . . . , alで生成されることがわかる．以上より

l ≥ dimk(m
m
A/m

m+1
A ) ≥ dimk(N) = l

となるので，mm+1
A が (A.3)の全射 mm

A → N の核になることがわかり，mm+1
A

∼−→
lim←−i

mm+1
Ai
が示される．

次にAが Noether 環になることを示す．すでに示したことから，mAのAのイデ
アルとしての有限個の生成元 b1, . . . , bhがとれる．Aの位相はmA進位相より粗いの
で，Λ代数としての全射

Λ[[X1, . . . , Xh]]→ A; Xj 7→ bj
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が定まり，Aは Noether 環になる．
最後にAの位相がmA進位相になることを示す．Aの位相はmA進位相より粗い

ので，任意の非負整数mに対し，mm
A がAの開イデアルになることを示せばよい．

mを非負整数とする．完全列

0→ mm
Ai
→ Ai → Ai/m

m
Ai
→ 0

に補題A.1を使うと，mm
A = lim←−i

mm
Ai
よりA/mm

A
∼= lim←−i

Ai/m
m
Ai
がわかる．条件 2よ

り dimk

(
Ai/m

m
Ai

)
は iに関して有界なので，十分大きい任意の iに対して自然な射

Ai+1/m
m
Ai+1
→ Ai/m

m
Ai
は同型となる．よって，ある iに対して，自然な射A→ A/mm

A

はAiを経由する．これにより，mm
A がAの開イデアルになることがわかる．

命題 A.3. A ∈ Ob CΛとする．Xを有限個の共通部分をとる操作で閉じているよう
なAの開イデアルの空でない集合とする．F =

∩
a∈X aとおく．このとき自然な射

A→ lim←−a∈X
A/aは位相環同型A/F

∼−→ lim←−a∈X
A/aを誘導する．

証明. 自然な射 a→ Aiの余核をAa
i とかく．a0をAの開イデアルとする．a0のAi

における像を a0,iとかき，Aa
i における像を aa0,iとかく．a0,iは Artin Ai加群なの

で，自然な射 a0,i → lim←−a⊂A
aa0,iは全射である．この全射に対し，補題A.1を用いる

と全射
a0 ∼= lim←−

i

a0,i → lim←−
i

lim←−
a⊂A

aa0,i
∼= lim←−

a⊂A

lim←−
i

aa0,i
∼= lim←−

a⊂A

(
(a0 + a)/a

)
が得られる．特に，a0 = AとするとA → lim←−a⊂A

A/aが全射になることがわかる．

また，a0の lim←−a⊂A
A/aにおける像が lim←−a⊂A

(
(a0 + a)/a

)
になることもわかる．補題

A.1より
0→ lim←−

a⊂A

(
(a0 + a)/a

)
→ lim←−

a⊂A

A/a→ lim←−
a⊂A

A/(a0 + a)→ 0

は完全列となる．lim←−a⊂A
A/(a0 + a)は離散 Artin 環なので lim←−a⊂A

(
(a0 + a)/a

)
が

lim←−a⊂A
A/aの開イデアルになることがわかる．よって全射A → lim←−a⊂A

A/aは開写
像となり主張が従う．
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