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§0 序

1970年代に始まった幾何構造の研究では、任意の 3次元多様体は幾何構造をもつピース
に分割され、各ピース (幾何構造をもつ 3次元多様体)の分類はある種のリー群の離散部
分群の分類に帰着される。8種類ある幾何構造の中でも双曲構造をもつ 3次元多様体 (3次
元双曲多様体)の分類は強敵で、リー群の言葉で言うと PSL2Cのある種の離散部分群の
分類になるが、これを実際に実行することは依然として困難である。
一方、1980年代に低次元トポロジーと数理物理が交流し、3次元トポロジーにおいて

はChern–Simons理論を背景として、結び目と 3次元多様体の大量の不変量 (量子不変量)

が発見された。これらの不変量やそれに関連するトポロジーを研究する研究領域は量子ト
ポロジーと呼ばれる。結び目不変量としては、単純リー環 gとその表現を与えるごとに、
gの量子群とその表現から導かれるR行列を用いて、結び目の不変量が定義される。とく
に sl2とそのN 次元既約表現から定義される不変量は色つき Jones多項式と呼ばれる。

1970年代に始まった双曲幾何の研究と 1980年代に始まった量子トポロジーの研究は、
当初はそれぞれ別々に発展してきたが、以下に述べる「体積予想」はその 2つの研究領域
に橋をかける重要な予想である。これについて述べる。結び目補空間の双曲体積は理想 4

面体の体積を用いて記述され、理想 4面体の体積は 2重対数関数を用いて記述される。2重
対数関数は 5角関係式をみたすが、5角関係式をみたすように 2重対数関数を変形するこ
とにより、その量子化である量子 2重対数関数が定義される。Kashaevは量子 2重対数関
数を用いて結び目KのKashaev不変量 ⟨K ⟩

N
∈ C (N = 2, 3, 4, · · · )を定義し ([7, 8])、そ

のN→∞における漸近挙動 (の古典極限)に双曲体積が現れることを予想した (Kashaev

予想 [9])。さらに、村上斉–村上順 [13]は、Kashaev 不変量は色つき Jones多項式の 1の
N 乗根における値に等しいことを示し、Kashaev 予想を再定式化した (体積予想)。体積
予想により、双曲幾何と量子トポロジーが関連づけられたことになる。最近 15年間、体
積予想をテーマとする研究集会が国内外で多く行われ、体積予想は世界的にもこの分野の
中心的なテーマとなってきた。
本講演では、体積予想とその精密化である Kashaev不変量の漸近展開について解説

する。
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§1 数理物理的背景

この節では、(簡単のため)閉 3次元双曲多様体に対して、数理物理的観点から、なぜ量子
不変量の漸近挙動に双曲体積が現れることが期待されるのかを述べる。

Mを有向閉 3次元多様体とする。M上の自明 SU(2)束 SU(2)×M →M を考え、その
SU(2)束の接続をM 上の sl2-値 1-form とみなす。接続Aに対して、そのChern–Simons

汎関数を

CS(A) =
1

8π2

∫
M

trace
(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
で定める。M 上のChern–Simons理論の相関関数は、自然数N に対して、形式的に、

ZN(M) =

∫
e2π

√
−1N CS(A) DA

で与えられる。ここで、積分は、M 上の自明 SU(2)束の接続 (のゲージ同値類)の全体を
わたる。この積分は無限次元空間上の積分であって数学的にはまだ正当化されていない
が、数理物理的にはこの積分がMの量子不変量を表すのであった。(詳しくは [15]を参照
されたい。)

体積予想は、数理物理的観点からは、上記の積分の積分領域の「SU(2)接続の空間」
を「SL2C接続の空間」の中で動かして「無限次元の鞍点法」を形式的に実行することで、
ZN(M)のN→∞における漸近挙動の古典極限として双曲体積が現れるのである、と理
解することができる。すなわち、鞍点法 (下記参照)により、SL2C接続の空間上のChern–

Simons汎関数の臨界点を通るように積分領域を動かすと、その臨界点の臨界値を用いて
問題の漸近挙動が記述される。さらに、Chern–Simons汎関数の臨界点は、平坦 SL2C接
続、すなわち、表現 ρ : π1(M) → SL2Cである。Mが双曲多様体であるとき、この表現が
そのホロノミー表現であることを期待することにすると、具体的に計算することにより問
題の臨界値は (複素化された)双曲体積に等しいことを確めることができる。これが体積
予想の数理物理的な根拠である。
さらに、問題の漸近挙動の高次の展開項には臨界点の近傍の情報も反映されているの

で、この漸近展開の高次の項を調べることは、「双曲構造の量子化とは何か?」という問い
につながっているようにおもわれ、興味深い。

上述した「鞍点法」について、(簡単のため) 1次元の場合を復習する。(高次元の場合
も、これを自然に拡張した主張が成立する。詳しくは [26]を参照されたい。)

命題 (鞍点法). ψ(z)を、z0 ∈ Cの近傍上の正則関数で、ψ′(z0) = 0と ψ′′(z0) ̸= 0をみた
すものとする。領域

{
z ∈ C

∣∣ Re (ψ(z)− ψ(z0)
)
< 0
}
は z0の近傍で 2つの連結成分をも

つものとする。それらの連結成分の各々から z1と z2をとり、Cを z1から z2への道とす
る (下図参照)。このとき、次の積分の値の漸近挙動は∫

C

eN ψ(z)dz
N → ∞
∼

√
2π√

−ψ′′(z0) ·
√
N

· eN ψ(z0)

のように表される。
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z0

z1

z2

C

グレーの領域が
{z ∈ C | Re

(
ψ(z)− ψ(z0)

)
< 0}

である。

命題の漸近挙動をさらに精密に展開すると、右辺は命題の式の右辺に 1
N
のべき級数をか

けた形に表される。詳しくは [26]を参照されたい。

§2 結び目補空間の双曲構造

結び目

結び目図式

この節では、結び目図式を用いて結び目補空間の双
曲構造を与える方法について概要を述べる。この方
法について詳しくは [23, 27, 28, 18]を、双曲幾何に
ついて [10, 24]を参照されたい。

円周 S1を 3次元ユークリッド空間R3に滑らかに
埋め込んだ像を結び目という。結び目を平面 R2に
射影して、交点の上下の情報をつけたものを、結び
目図式という (右図)。

1 ∞ 1

x1

x2 1

1
x3 1

0 1

結び目を 1点で切って開いてできる 1-タングルを考え、その
1-タングルの図式を考える (例として、左図)。図式の辺 (交点
から交点へのひも)に複素パラメータをつけることを考える
(双曲構造パラメータとよばれる)。ここで、非有界領域に接
する辺のパラメータは 1として、交点をくぐるひもで端点と
つながる辺のパラメータは∞として、交点を越えるひもで端
点とつながる辺のパラメータは 0として、のこりの辺のパラ
メータは次に述べる双曲構造方程式の解とする。

双曲構造パラメータつきの図式の一部が次の左図のようになっているときその右にあるよ
うな方程式を考え、このような方程式からなる連立方程式を双曲構造方程式という。

y′

y

x
z′

z

(
1− x

y

)(
1− z′

x

)
=
(
1− x

y′
)(
1− z

x

)
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たとえば、上述の例の双曲構造方程式は

1− x2
x1

= (1− x1)
(
1− 1

x1

)
,(

1− x2
x1

)(
1− 1

x2

)
= (1− x2)

(
1− x3

x2

)
,(

1− x3
x2

)(
1− 1

x3

)
= 1− x3

のようになる。

x

yz

w

x
yz

w

∞

0

3次元双曲空間 H3の境界 ∂H3 = C ∪ {∞} に 4

つの頂点があるような 4面体で辺や面が全測地的で
あるようなものを理想4面体という。H3の等長変換
群は PSL2Cであり、1次分数変換による PSL2Cの
C∪ {∞}への作用で 4つの頂点をうつした理想 4面
体も等長な理想 4面体である。タングル図式の交点
のところに右図のように 4つの 4面体をおく (図には
4つの 4面体を合併した 8面体がかかれている)。タ
ングル図式につけられた双曲構造パラメータを用い
て、右図の右上にかかれているようにこれらの 4面
体に理想 4面体の構造を入れる (双曲構造パラメー
タが 0や∞になるところでは該当の理想 4面体は退
化しているとみなす)。それらの理想 4面体を合併す
ることにより、結び目補空間の双曲構造を与えるこ
とができることが知られている。

双曲構造パラメータつきのタングル図式があったとき、そのポテンシャル関数を次の
ように定める。図式の交点において、隣接する 2辺がつくる角を考え、その角に交点を越
える辺から交点をくぐる辺への向きをつけたとき、その向きが反時計まわりか時計まわり
かによって、その角に

x y

⇝ Li2
(x
y

)
− Li2(1)

x y

⇝ Li2(1)− Li2
(y
x

)
のような値を対応させることを考える。ここで、

Li2(z) =
∞∑
n=1

zn

n2
= −

∫ z

0

log(1− t)

t
dt

は 2重対数関数である。さらに、上述の理想 4面体分割において、非退化な 4面体の角に
対応する値の和をポテンシャル関数と定め、V とかく。たとえば、前述の例の場合、ポテ
ンシャル関数は

V (x1, x2, x3) = Li2(x1)− Li2
( 1
x1

)
+ Li2

(x2
x1

)
− Li2(x2)

−Li2
( 1
x2

)
+ Li2

(x3
x2

)
− Li2(x3)− Li2

( 1
x3

)
+ 2Li2(1)
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のようになる。2重対数関数の微分が

x
∂

∂x
Li2
(x
y

)
= − log

(
1− x

y

)
, y

∂

∂y
Li2
(x
y

)
= log

(
1− x

y

)
であることより、ポテンシャル関数の臨界点を定める連立方程式

∂

∂xi
V = 0

(
iはすべての iをわたる

)
は双曲構造方程式を与えることがわかる。また、4つの頂点が a, b, c, d ∈ C∪ {∞} = ∂H3

であるような理想 4面体の体積は、2重対数関数を用いて、

vol

( a

b

d

c

)
= ImLi2(z) + log |z| arg(1− z) ここで z =

(a−b)(c−d)
(a−c)(b−d)

(複比)

のように表されることが知られており、このことより (適切な)臨界点における V の値の
虚部は双曲結び目の補空間の双曲体積を与えることがわかる。

§3 結び目のKashaev不変量とその漸近展開

この節では、結び目のKashaev不変量の定義を復習し、それがどのような形に漸近展開
されるとおもわれるのかを述べる。

N を 2以上の自然数として、

q = exp(2π
√
−1/N),

(x)n = (1− x)(1− x2) · · · (1− xn),

N = {0, 1, · · · , N − 1}

とおく。i, j, k, l ∈ N に対して

Ri j
k l =

N q−
1
2
+i−k θi jk l

(q)[i−j](q)[j−l](q)[l−k−1](q)[k−i]
, R

i j

k l =
N q

1
2
+j−l θi jk l

(q)[i−j](q)[j−l](q)[l−k−1](q)[k−i]

とおく。ここで、[m] ∈ N はmをN で割ったときの余りであり、

θi jk l =

1 [i−j] + [j−l] + [l−k−1] + [k−i] = N−1 のとき

0 そうでないとき

とおく。Kを有向結び目とする。Kを 1点で切って開いてできる 1-タングルを考え、そ
の 1-タングルの図式をDとする。Dを、必要なら平面のイソトピーで変形してから、水
平線で輪切りにすることにより基本タングル図式に分解する。ここで、基本タングル図
式とは下記の式にかかれているタングル図式である。Dのひもを交点と極大点と極小点
で切ったときの各切片を考える。各切片にN の元を対応させる対応のことをラベル付け
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ということにする。ただし、タングルの端点につながる切片には 0を対応させるものとす
る。ラベル付けされた基本タングル図式の重みを

W
( i j

k l

)
= Ri j

k l , W
(

k l

)
= q−1/2δk,l−1 , W

(
k l

)
= δk,l ,

W
( i j

k l

)
= R

i j

k l , W
( i j )

= q1/2δi,j+1 , W
( i j )

= δi,j

で定める。 さらに、⟨K ⟩
N
を

⟨K ⟩
N

=
∑

ラベル付け

∏
D の交点

W
(
交点

) ∏
D の極大点

W
(
極大点

) ∏
D の極小点

W
(
極小点

)
∈ C

で定める。右辺はDのとり方によらない (Reidemeister移動で不変である)ことを示すこ
とができて、⟨K ⟩

N
はK のイソトピー不変量になることがわかる ([7, 8])。これをK の

Kashaev不変量という。

Kashaev [9]は、双曲結び目Kに対して |⟨K ⟩
N
|の漸近挙動に双曲体積が現れること (次

の予想の実部)を予想した。

予想 (Kashaev予想の複素化). 任意の双曲結び目Kに対して、Kashaev不変量の漸近挙
動は

⟨K ⟩
N

N → ∞
∼
?

eN v(K)

のように表されるであろう。ここで

v(K) =
1

2π
√
−1

(
cs(S3−K) +

√
−1 vol(S3−K)

)
とおいており、csはChern–Simons不変量を表し、volは双曲体積を表す。

村上斉–村上順 [13]は、Kashaev 不変量は色つき Jones多項式の 1のN 乗根における値に
等しいことを示し、Kashaev 予想を再定式化した (体積予想)。さらに、[14]において体積
予想の複素化が定式化され、これをKashaev予想の言葉でかいたものが上記の予想であ
る。体積予想の解説について [11]を、体積予想に関連する未解決問題について [19, 20]を
参照されたい。さらに、Kashaev予想や体積予想の精密化について、[5]や [3, 6, 29]や [2]

で議論されている。

予想 (Kashaev予想の精密化 [16]). 任意の双曲結び目 K と任意の自然数 dに対して、
Kashaev不変量の漸近挙動は

⟨K ⟩
N

N → ∞
∼
?

eN v(K)N3/2 ω(K)
(
1 +

d∑
i=1

κi(K) ·
(2π√−1

N

)i
+O

( 1

Nd+1

))
のように表されるであろう。ここで、ω(K)とκi(K)はKによって定まるある定数である。
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後述するように、K の twisted Reidemeister torsionは±2
√
−1ω(K)2に等しいことが予

想されている。また、κi(K)は “新しい不変量”であるとおもわれ、量子トポロジーと双
曲幾何を融合する新しい研究テーマになることを期待したい。

定理 ([16, 22, 17]). 7交点以下の双曲結び目に対して、上記の「Kashaev予想の精密化」
の予想は成立する。

証明の概略 (詳細は [16, 22, 17](全部で約 200ページ)を参照されたい).

証明のおおまかな方針は [9, 23, 27]による。前述したように、S3−Kの双曲構造の理想 4

面体分割は、結び目図式の各交点のところに 4つの理想 4面体をおくことにより得られる。
各理想 4面体に対応してKashaev不変量の定義では (q)nが現れ、log(q)nの漸近挙動は

log(q)n ∼ − N

2π
√
−1

Li2
(
e2π

√
−1 n

N

)
のように表されることが知られている。定義より、この線型和として、ポテンシャル関数
V が得られる。このことより、結び目KのKashaev不変量は (おおむね)次の形に表され
ることがわかる。

⟨K ⟩
N

=
∑

i1,i2,··· ,im

exp
(
N V

( i1
N
,
i2
N
, · · · , im

N

))
さらに、i1/N = t1, i2/N = t2, · · · , im/N = tmとおいてPoisson 和公式をつかうことによ
り、上記の和を次の形の積分に書き直すことができる (Poisson 和公式が適用可能である
ことを示すために、個々の例に対して、少なからぬ計算が必要である)。

⟨K ⟩
N

∼ Nm

∫
exp

(
N V

(
t1, t2, · · · , tm

))
dt1 dt2 · · · tm

さらに、この積分に鞍点法を適用することにより、この積分の値の漸近挙動は V の臨界
点における情報を用いて表すことができる (多変数の鞍点法を具体的に実行するために、
個々の例に対して、少なからぬ計算が必要である)。また、前述した理由により、問題の
臨界点での V の臨界値は v(K)で表されることがわかる。さらに、この展開をもっと精密
に計算することにより、求める展開式が得られる。

§4 ω(K)と Reidemeister torsion

この節では、2橋結び目K に対して、Kashaev不変量の漸近展開の準古典極限の項であ
るω(K)と twisted Reidemeister torsion τ(K) (双曲構造のホロノミー表現で係数をねじっ
て定義されるもの) の関係について概要を述べる。この節の内容は、高田氏との共同研究
[21]による。詳しくは [21]を参照されたい。

2橋結び目の 1点を切ってできる 1-タングルは、σ1と σ−1
2 のコピーの積の plat closure

として、すなわち、次のタングル図式のコピーを合成することにより、得られる。

1

1

∞

x1 1

1

1

xi

xi+1

1

1

1

1

xi

xi+1

1

1

1 xm−1

0

1

1

1 xm−1

0

1

1
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ここで、図式についているパラメータは双曲構造パラメータである。タングル図式同士を
合成したときに双曲構造方程式と整合性をもたせるために、タングルの端点に次のような
パラメータを対応させる。

1

1

αi

xi

xi+1

αi+1

1

1

αi =
1− 1

xi

1− xi+1

xi

, αi+1 =
1− xi+1

1− xi+1

xi

,

1

1

αi

xi

xi+1

αi+1

1

1

αi =
1− xi+1

xi

1− 1
xi

, αi+1 =
1− xi+1

xi

1− xi+1

.

つまり、 一般に、タングルの端点に次のようなパラメータを対応させる。
α

x

u′

u

α =
1− u

x

1− u′

x

,

α

x

u′

u

α =
1− x

u

1− x
u′
,

u

u′

x

α

α =
1− u

x

1− u′

x

,

u

u′

x

α

α =
1− x

u

1− x
u′
.

端点のパラメータが一致するようにタングルを合成すると、合成してできたタングルの
パラメータは該当部分において双曲構造方程式をみたす。このことより、σ1と σ−1

2 のコ
ピーの積を考えたとき、双曲構造パラメータは次の漸化式によって定まることがわかる。

xi+1 =


xi + 1− xi

xi−1

xiのひもの前後が「σ1と σ1」か「σ−1
2 と σ−1

2 」のとき

xi +
(xi − 1)2

1− xi
xi−1

xiのひもの前後が「σ1と σ−1
2 」か「σ

−1
2 と σ1」のとき

twisted Reidemeister torsion τ(K) を定義より計算すると、2/τ(K)は次のΦで定めら
れる行列を合成することにより表されることがわかる。

Φ

(
1

1

∞

x1 1

)
= x1(x1−1)

(
1 2x1 0

)
,

Φ

(
1

1

xi

xi+1

1

1

)
= xi+1

1 2xi+1 1

0 −xi+1 −1

0 0 1

,
8



Φ

(
1

1

xi

xi+1

1

1

)
= xi+1

 1 0 0

−1 −xi+1 0

1 2xi+1 1

,
Φ

(
1 xm−1

0

1

1

)
=

x3m−1

(xm−1−1)3

 1

−1

2

, Φ

(
1 xm−1

0

1

1

)
=

x3m−1

(xm−1−1)3

 2

−1

1

.
一方、Kashaev不変量の漸近展開の準古典極限の項 ω(K)について、ω(K)2はポテンシャ
ル関数のHessianを用いて表すことができる。このことより、1/

(√
−1ω(K)2

)
は次のΨ

で定められる行列を合成することにより表されることがわかる。

Ψ

(
1

1

∞

x1 1

)
=
(
1 x1

1−x1

)
,

Ψ

(
1

1

xi

xi+1

1

1

)
=

xi+1

xi

(
−xi(xi+1−1)

(xi−1)xi+1
1

xi−xi+1

xi+1
− xi−1
xi+1−1

)
,

Ψ

(
1

1

xi

xi+1

1

1

)
=

xi+1

xi

(
xi(xi+1−1)
(xi−1)xi+1

1
xi−xi+1

xi+1

xi−1
xi+1−1

)
,

Ψ

(
1 xm−1

0

1

1

)
=

(
1

1−xm−1

1

)
, Ψ

(
1 xm−1

0

1

1

)
=

(
1

xm−1−1

1

)
.

ポテンシャル関数のHessianはすべての 2橋結び目に対して定められるので、そのことに
もとづいて、上記のΨはすべての 2橋結び目に対して定義できることに注意する。

(
ω(K)

が存在することを言うためには §3で述べた定理が必要であり、それは現時点では 7交点
以下の双曲結び目に対してしか、示されていない。

)
Chern–Simons理論の相関関数の摂動展開では、準古典極限の項に Reidemeister torsion

が現れることは以前から知られていた ([25])。さらに、1のべき根における色つき Jones

多項式の漸近展開においても ω(K)の項は twisted Reidemeister torsion の平方根の定数
倍であることが予想されている ([5, 6, 12])。この予想は、[1, 12]において 8の字結び目に
対して証明されており、[4]においていくつかの結び目に対して数値的に確認されている。
この予想を §3で述べたKashaev不変量の漸近展開に対して書き直すと次の statementに
なる。

定理 ([21]). 7交点以下の双曲結び目Kに対して、2
√
−1ω(K)2 = ±τ(K) が成立する。

証明の概略. 7交点以下の任意の双曲結び目は 2橋結び目である。上記のΦとΨの値が任
意の 2橋結び目に対して等しいことを示すことにより、定理は証明される。σ1と σ−1

2 の
コピーを増やしていったときにそれらの値の変化を記述する漸化式が等しいことをチェッ
クすることにより、両者の値が等しいことを示すことができる。詳しくは [21]を参照され
たい。
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上記のΦとΨは、双曲構造パラメータつきの組みひもの 3次元「表現」と 2次元「表現」
を与えているとみなすことができる (それらは双曲構造パラメータに依存しているので、
これらの「表現」は通常の意味の表現ではない)。これらの「表現」は共役ではない (よう
に見える)。それにもかかわらず、すべての 2橋結び目に対して、なぜか両者の値は等し
い。双曲構造パラメータつきの組みひもの「表現」の一般論 (同値な「表現」とは何か、
を記述すること) を開発することが必要であるようにおもわれる。

また、Kashaev不変量の漸近展開の高次の項 κi(K)について、“新しい不変量”である
ことが期待される。完備双曲構造は rigidであるので、双曲構造方程式は、変数を消去す
ることによって、1変数代数方程式に書き直すことができる。この代数方程式が定める有
理数体の拡大体に κi(K) (の適切な正規化)は属することが期待される。この拡大体は結
び目 (や 3次元多様体)に固有のものであり、この不変量は結び目 (や 3次元多様体)の数
論的側面を反映していることを期待したい。
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