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概要

曲面絡み目 S について、S 上の２次元ブレイドという、S をコンパニオンとする

サテライトとして構成される曲面絡み目を考えることができる。曲面絡み目上の２

次元ブレイドを用いて、曲面絡み目を区別できることを示す。

1 曲面絡み目上の２次元ブレイド

４次元ユークリッド空間R4 内への閉曲面の埋め込みを曲面絡み目という。ここでは曲

面絡み目は向きづけられているとする。

曲面結び目 F 上の２次元ブレイドという、F をコンパニオンとする曲面結び目のサ

テライトの一種を考察する。これは円盤または閉曲面上の２次元ブレイドの概念を拡

張したものである。R4 内の F の管状近傍を N(F ) で表し、閉曲面 Σ 上の２次元ブレ

イドを S ⊂ D2 × Σ とする。このとき、f(D2 × Σ) = N(F ) であるような埋め込み

f : D2 × Σ → R4 による像 f(S)のことを、曲面結び目 F 上の２次元ブレイドという。

閉曲面 Σ上の２次元ブレイドは Σ上のある種のグラフであるチャートで表すことがで
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図 1 ２重点曲線のまわりの次数mのチャートとそれの表す２次元ブレイド
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図 2 ローズマンムーブ
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図 3 チャート付き曲面図式の新たなローズマンムーブ

きる [1, 3]。曲面図式 π(F )上の自明な次数mのチャートが表す F 上の次数mの２次元

ブレイドを定義することにより、チャートの概念を曲面図式上に拡張できる [6]。ここで、

曲面結び目 F の曲面図式とは、genericな射影 π : R4 → R3 による像 π(F )の２重点曲

線に上下の情報を付け加えたもののことである。π(F )の２重点曲線のまわりでのチャー

トの辺およびそれの表す２次元ブレイドは図１のようになる。曲面結び目 F 上の２次元

ブレイドは F の曲面図式上のチャートで表される。

2 チャート付き曲面図式のローズマンムーブ

同値な曲面結び目はその曲面図式がローズマンムーブ（図２）という局所変形でうつり

あい、逆にローズマンムーブでうつりあう曲面図式は同値な曲面結び目を表すことが知ら

れている [8]。チャート付き曲面図式のローズマンムーブを、図２に示される通常のロー
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ズマンムーブを自明なチャート付き曲面図式のムーブとみなしたものおよび図３で示され

るものと定義する。

定理 1（[6]） 次数 m のチャート付き曲面図式のローズマンムーブは well-defined であ

る。すなわち、各ムーブの曲面図式は同値な２次元ブレイドを表す。

3 絡み目群が自由アーベル群である曲面絡み目

各成分がトーラス型の曲面絡み目を T 2-絡み目という。絡み目群がランク nの自由アー

ベル群である曲面絡み目をランク n のアーベル曲面絡み目と呼ぶことにする。アーベル

T 2-絡み目のランクは４以下であり、ランク４のアーベル T 2-絡み目はトーラス被覆絡み

目で実現できる [2]。ここで、トーラス被覆絡み目とは４次元空間 R4 の中の自明なトー

ラス T の被覆の形で表される曲面絡み目のことであり [5]、T 上の２次元ブレイドであ

る。ただし、T 上の２次元ブレイドとしてみたときブランチ点がないものとする。このよ

うなトーラス被覆絡み目 S について、自明なトーラス T の基点つきメリディアン µとロ

ンジチュード λを考えると、それらに対応する S の部分は１次元のブレイドの閉包の形

になっている。この１次元ブレイドのペアを基底ブレイドと呼ぶことにする。基底ブレイ

ドは可換であり、逆に任意の可換な１次元ブレイドのペアが与えられたとき、それらを基

底ブレイドに持つトーラス被覆絡み目が一意に定まる [5]。基底ブレイドがm-ブレイド a

と bであるトーラス被覆絡み目を記号 Sm(a, b)で表すことにする。定義より、トーラス

被覆結び目はトーラス上のチャートで表される。

4 曲面絡み目 Sk

σ1, σ2, . . . , σk を (k+1)-ブレイド群のスタンダードな生成元とし、Xk = σ2
1σ2σ3 · · ·σk

（但し X1 = σ2
1）とし、∆を正のハーフツイストである (k+ 1)-ブレイドとする。Xk,∆

2

は、[2]で構成したランク４のアーベル T 2-絡み目の基底ブレイドの一部であり、Xk の閉

包は２成分を成す。曲面絡み目 Sk = Sk+1(Xk,∆
2)はランク２のアーベル曲面絡み目で

ある。

曲面絡み目 Sk は無限列を構成しているのか調べたい。基本群はランク２の自由アーベ

ル群なので、基本群では Sk は区別できない。Sk の第１成分が第２成分の補空間で成す第

２ホモロジー類を考察しても、[4]の結果と併せると、Sk の同値類は少なくとも２つある

ということしか示せない。

[2]で構成したアーベル曲面絡み目は、絡み数の曲面版である３重絡み数を計算するこ

とによって曲面絡み目を区別することができた。しかし、３重絡み数は３成分以上から成

る曲面絡み目について定義されているため、２成分から成る Sk については適用できない。

そこで、Sk 上の２次元ブレイドを考える。次数mの２次元ブレイドをうまくとると、成

分数がm倍になるからである。
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5 主結果 [7]

曲面図式上の空チャートで表される２次元ブレイドを自明な２次元ブレイドと呼ぶこと

にする。曲面絡み目 S 上の自明な次数mの２次元ブレイド S̃ の成分数は、S の成分数の

m倍になる。

命題 1（[7]） ３重絡み数が自明である曲面絡み目 S について、S 上の自明な次数 m の

２次元ブレイド S̃ の３重絡み数も自明である。

よって、Sk を区別するには自明でない２次元ブレイドを考えなければならないことが

分かる。Sk 上の次数２の２次元ブレイド S̃k で、曲面図式上の次数２のチャートで頂点の

ないもので表され、かつ成分数が４であるものを考える。そうなる全ての S̃k を考えて、

ローズマンムーブを使った同値変形およびその３重絡み数を考えることにより、以下の結

果を得た。

定理 2（[7]） 異なる正の整数 k, lについて、Sk と Sl は同値でない。
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