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河澄響矢 (東大・数理)

はじめに

Goldman 括弧積 [5] のテンソル表示は、境界成分数 1 の曲面の基本群の完備群環への
Dehn twist の作用の記述の目的から久野・河澄 [11]が創始した。境界が空でない任意のコ
ンパクト曲面への拡張は、久野・河澄 [12] および Massuyeau-Turaev [19] が独立に行った。
問題は、Turaev 余括弧積のテンソル表示である。Massuyeau-Turaev [19]の方法を使えば
テンソル表示の最低次項は Schedler 余括弧積 [24]として記述できるが、テンソル表示その
ものは未解明である。Turaev余括弧積の正則 homotopy版を考えると (Alekseev-Torossian
[2] の定式化による)柏原 Vergne 問題と関係しているように見える。この仕事の大部分は
久野雄介氏（津田塾大・学芸）との共同研究である。
なお、松本幸夫先生は「手作りの数学」ということを提唱しておられる。本報告で述べ

る諸結果も初等的な議論の積み重ねで出来ており「手作りの数学」と言えるのではないか
と思う。「手作りの数学」のささやかな例として松本先生および聴衆の皆さんに受け取って
いただければ幸いです。

1 自由群の群環のテンソル表示
まず、自由群の群環の古典的なテンソル表示について述べたい。これは Johnson 準同型の
再構成に関わっている。本報告を通じて係数環は有理数体 Q をとるが、Q を含む可換環
であればほとんどの結果はそのまま成り立つ。本報告では、集合 X の生成する有理自由
ベクトル空間を QX と表し、X の生成する Z 自由加群を ZX と表す。

π を有限生成の自由群とする。Qπ は群 π の有理群環である。H := (π/[π, π]) ⊗Z
Q = H1(π; Q) をその第一有理 homology 群とする。x ∈ π の homology 類を [x] :=

(x mod [π, π])⊗ 1 ∈ H と表す。完備テンソル代数 T̂ = T̂ (H) :=
∏∞

m=0 H⊗m を考える。こ
れは両側 ideal による filtration T̂≥p :=

∏
m≥p H⊗m, p ≥ 1, によって位相が入っているもの

とする。部分集合 1 + T̂≥1 は乗法に関して群となっていることに注意する1。

定義 1.1. 写像 θ : π → T̂ が（一般化された）Magnus 展開であるとは、二つの条件

(1) 任意の x ∈ π について θ(x) ≡ 1 + [x] (mod T̂≥2) である。

(2) 任意の x, y ∈ π について θ(xy) = θ(x)θ(y) である。

をみたすことをいう。

1テンソル代数ではなく完備テンソル代数をとる理由はこの事実と、log および exp の使用にあ
る。

1



（一般化された）Magnus 展開の存在は自由群の普遍性から直ちにわかる。このとき、
θ の線型拡張

θ : Qπ → T̂ ,
∑
x∈π

axx 7→
∑

axθ(x)

は代数準同型である。この代数準同型は完備群環 Q̂π と T̂ の同型を与える。ここで、完
備群環 Q̂π := lim←−p→∞ Qπ/(Iπ)p は、添加写像 ε : Qπ → Q,

∑
axx 7→

∑
ax, の核である添

加 ideal Iπ := Ker ε による完備化である。各 p ≥ 1 について θ((Iπ)p) ⊂ T̂≥p がなりたつ
ことから得られる代数準同型は同型である

θ : Q̂π
∼=−→ T̂ .

この同型は自由群の自己同型群 Aut(π) から代数 T̂ の自己位相同型群Aut(T̂ ) への単射準
同型

T θ : Aut(π)→ Aut(T̂ ), ϕ 7→ T θ(ϕ) := θ ◦ ϕ ◦ ϕ−1

を定める。これを total Johnson map とよぶ [9]。これは北野 [14] の構成を整理し一般化
したものであり、とくに通常の Johnson 準同型 [7] の拡張になっている。
以下では主に T θ の対数を考えたい。しかし、T θ(Aut(π)) 全体では対数は収束しな

い。そこで IA-自己同型群 IA(π) を Aut(π) の π/[π, π] への自然な作用の核として定義
する。これは IA(π) := Ker(Aut(π) → GL(H)) とも定義できる。対応して IA(T̂ ) :=

{U ∈ Aut(T̂ ); U(H) ⊂ T̂≥1, U = 1H on H = T̂≥1/T̂≥2} および Der+(T̂ ) := {D : T̂ →
T̂ ;連続導分, D(H) ⊂ T̂≥2} と定義する。

exp : Der+(T̂ )→ IA(T̂ ), D 7→ exp(D) :=
∞∑

m=0

1

m!
Dm, および

log : IA(T̂ )→ Der+(T̂ ), U 7→ log(U) :=
∞∑

m=0

(−1)m−1

m
(U − 1)m

が定義されて互いに逆になっている。

log ◦T θ : IA(π)→ IA(T̂ )→ Der+(T̂ )

を Massuyeau の total Johnson map と呼ぶ。
さて、代数 Qπ および T̂ は Hopf 代数の構造を持っていることを思い出す。実際、群

環 Qπ の余積 ∆ : Qπ → Qπ ⊗Qπ は、各 x ∈ π について ∆(x) = x⊗ x となる代数準同
型として定義され、完備群環上の余積 ∆ : Q̂π → Q̂π⊗̂Q̂π に拡張する。また、完備テンソ
ル代数 T̂ の余積 ∆ : T̂ → T̂ ⊗̂T̂ は、各 X ∈ H について ∆(X) = X⊗̂1 + 1⊗̂X をみたす
連続な代数準同型として定義される。Q̂π および T̂ は、これらの余積により完備 Hopf 代
数となる。完備 Hopf 代数 T̂ の Lie-like 元全体の集合 L̂ := {u ∈ T̂ ; ∆(u) = u⊗̂1 + 1⊗̂u}
は Lie 代数をなし、ベクトル空間 H 上の完備自由 Lie 代数と呼ばれる。完備 Hopf 代数
の一般論 [23] により exp(L̂) = {g ∈ T̂ ; g 6= 0, ∆(g) = g⊗̂g} がなりたつ。p ≥ 1 につ
いて L̂≥p := L̂ ∩ T̂≥p と書く。以下のように Hopf 代数の構造と適合する Magnus 展開は
group-like 展開と呼ばれる。

定義 1.2. （一般化された）Magnus 展開 θ : π → T̂ が group-like 展開であるとは、条件
θ(π) ⊂ exp(L̂) をみたすことをいう。
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group-like 展開の存在も自由群の普遍性から直ちに分かる。このとき、代数同型 θ :

Q̂π
∼=→ T̂ は完備 Hopf 代数の同型となる。また、θ が group-like 展開のとき、Massuyeau

の total Johnson map の像はDer+(L̂) := {D : L̂ → L̂;連続導分, D(H) ⊂ L̂≥2} に値を持
つと見なすことができる。ここまでは純粋に代数的な議論であった。
ここから曲面のトポロジーを考える。 S を向きづけられた連結 compact 曲面で境界

∂S が空でないものとする。曲面の分類定理により S は種数と境界成分の個数で分類され
る。種数 g 境界成分数 n + 1 の向きづけられた連結 compact 曲面を Σg,n+1 と表す。基
本群 π1(S) は有限生成の自由群である。本報告では簡単のため、主として S が Σg,1 また
は Σ0,n+1 の場合を考える。いずれにせよ、ここまでの議論がそのまま適用できる訳だが、
group-like 展開の定義は曲面 S の位相を全く反映していない。位相を反映した group-like
展開を定義したい。
まず、S = Σ0,n+1 とする。境界成分に番号をつける: ∂S :=

∐n
k=0 ∂kS. 基点 ∗ ∈ ∂0S を

とり、1 ≤ k ≤ n について単純閉路 γk ∈ π1(S, ∗) を ∗ から ∂kS まで単純路で行って ∂kS
を正の向きに一周して同じ道を逆に戻ってくるものであって、γ1γ2 · · · γn が ∂0S を負の向
きに一周する単純閉路であるようにとる。xk := [γk] ∈ H = H1(S; Q), 1 ≤ k ≤ n, とおき、
x0 := −

∑n
k=1 xk ∈ H とおく。言うまでもなく {xk}nk=1 は H の基底である。

定義 1.3. group-like 展開 θ : π1(S, ∗)→ T̂ = T̂ (H1(S; Q)) が特殊展開（special expansion）
であるとは、各 1 ≤ k ≤ n についてある gk ∈ exp(L̂) が存在して θ(γk) = gk

−1exkgk をみ
たし、θ(γ1γ2 · · · γn) = e−x0 をみたすことを言う。

特殊展開の存在証明は非自明である。しかし、Habegger-Masbaum [6]が Kontsevich積
分を使って構成している。また、久野 [16] の方法でも構成できる。
つぎに S = Σg,1 とする。基点 ∗ ∈ ∂S をとり、ζ ∈ π1(S, ∗) を境界を負の向きに一周す

る単純閉路とする。また、{Ai, Bi}gi=1 ⊂ H = H1(S; Q)を symplectic基底とする。Poincaré
双対性により H∗ = Hom(H, Q)と H は同一視される2 : X ∈ H 7→ (Y 7→ (Y ·X)) ∈ H∗. こ
こで · : H⊗H → Qは（代数的）交叉数である。 symplectic形式 ω :=

∑g
i=1 AiBi−BiAi ∈

H⊗2 ⊂ L̂ は3 symplectic 基底 {Ai, Bi}gi=1 の取り方によらない。Massuyeau [18] は以下の
ように symplectic 展開の概念を導入した。

定義 1.4. group-like 展開 θ : π1(S, ∗) → T̂ = T̂ (H1(S; Q)) が symplectic 展開（symplectic
expansion）であるとは、symplectic 条件 θ(ζ) = exp(ω) =

∑∞
m=0

1
m!

ωm をみたすことを
いう。

symplectic展開の存在証明も非自明である。実係数の場合は調和的 Magnus展開 [10]が
symplectic展開である。Massuyeau [18]は Le-Murakami-Ohtsuki函手を使って symplectic
展開を構成している。さらに、久野 [16] は自由群 π1(S, ∗) の（symplectic とは限らない）
自由生成系を一つ固定するごとに symplectic展開を組合せ的に構成する方法を与えている。

Massuyeau [18] は symplectic 展開 θ にともなう Massuyeau の total Johnson map

log ◦T θ による Torelli 群の像が Der+
ω (L̂) := {D ∈ Der+(L̂); D(ω) = 0} に含まれることを

観察した。H への制限写像 Der+(L̂) → Hom(H, L̂≥2) = H∗ ⊗ Der+(L̂) と Poincaré 双対
性による同一視 H = H∗ によって、Lie 代数 Der+

ω (L̂) はKer([ , ] : H ⊗ L̂≥2 → L̂) と同一
視される。後者は森田の Lie 代数および Kontsevich [15]の ‘Lie’ の正の部分（の次数完備
化）であって、この観察は森田の一結果 [20] の拡張になっている。

2H∗ と H の同一視の仕方には、ここでのやり方と符号が反対のものも考えられる。その場合は、
後述する Lie 代数同型−Nθ は Nθ となる。

3ここで AiBi = Ai ⊗ Bi においてテンソル積の記号 ⊗ を省略した理由は T̂ の積と考えたいか
らである。以下、同様に T̂ の積としてのテンソル積は ⊗ を省略する。
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2 完備 Goldman Lie 代数と写像類群
S を向きづけられた連結 compact 曲面で境界 ∂S が空でないものとする。ある非負整数 g
と n について S ∼= Σg,n+1 である。境界成分に番号をつけ ∂S :=

∐n
k=0 ∂kS、各 ∂kS から一

点づつ点 ∗k ∈ ∂kS をとる。また、ξk ∈ π1(S, ∗k) を正の向きに ∂kS を一周する based loop
とする。E := {∗k}nk=0 ⊂ ∂S とおく。S の基本亜群 ΠS の E への制限を ΠS|E と書く。つ
まり、ΠS|E は、E を対象全体の集合とし、0 ≤ a, b,≤ n について ∗a から ∗b への射の全
体の集合が、 homotopy 集合 ΠS(∗a, ∗b) = [([0, 1], 0, 1), (S, ∗a, ∗b)] = π1(S, ∗a, ∗b) である亜
群である。いま、M(S) を S の写像類群とする。つまり、向きを保つ微分同相 ϕ : S → S
であって ϕ|∂S = 1∂S をみたすもの全体のなす群の、境界 ∂S を点毎に固定する isotopy に
よる商群である。このとき Dehn-Nielsen 型の群の埋め込み

DN :M(S) ↪→ Aut(ΠS|E)

が考えられる [12]。
以下の構成の鍵は Goldman Lie 代数が ZΠS|E に導分として作用していることを発見

した [11] ことにある。まず、Goldman Lie 代数 [5] の定義を思い出す。π̂(S) := [S1, S] を
曲面 S 上の自由 loop の自由 homotopy 類全体の集合とする。基本群 π1(S) の共役類全体
の集合とも見ることが出来るから、商写像 | | : π1(S)→ π̂(S)がとれる。これは基点を忘れ
る写像と言ってもよい。以下、 loop とその homotopy 類は同じ記号で表す。α と β ∈ π̂ の
代表元を一般の位置にとる。このとき、交叉α∩β は有限集合である。α と β の Goldman
括弧積 [α, β] は

[α, β] :=
∑

p∈α∩β

εp(α, β)|αpβp| ∈ Zπ̂(S)

によって定義される。ここで εp(α, β) ∈ {±1} は横断的な交点 p における α と β の局所交
点数であり、αp および βp ∈ π1(S, p) は p を基点とし、それぞれ α と β を一周する based
loops である。|αpβp| は基本群 π1(S, p) において αp と βp の積をとった上で基点 p を忘れ
て自由 loop と見なすということである。

Goldman [5] はこの括弧積が well-defined であって、Zπ̂ に Lie 代数の構造を定めるこ
とを示した。Zπ̂ を曲面 S のGoldman Lie 代数とよぶ。なお、定数 loop 1 := |1| ∈ π̂(S)
はGoldman Lie 代数 Zπ̂(S) の中心に含まれるから、商 Zπ̂′(S) := Zπ̂(S)/Z1 には Lie 代
数の構造が誘導される。

Goldman Lie 代数 Zπ̂(S) は以下のように亜群 ΠS|E に作用する。α ∈ π̂(S) と γ ∈
ΠS(∗a, ∗b), 0 ≤ a, b,≤ n, について、代表元を一般の位置にとる。

σ(α)(γ) :=
∑

p∈α∩γ

εp(α, γ)γ∗apαpγp∗b
∈ ZΠS(∗a, ∗b)

と定める。ここで εp(α, γ) ∈ {±1}は局所交点数、γ∗ap ∈ ΠS(∗a, p)および γp∗b
∈ ΠS(p, ∗b)

はそれぞれ γ の始点 ∗a から p までおよび、p から終点 ∗b までの segments である。久野・
河澄 [11][12] は、この σ がwell-defined であって、Lie 代数準同型

σ : Zπ̂(S) −→ Der(ZΠS|E)

を定めることを示した。ここで σの像が Lie部分代数Der∂(ZΠS|E) := {D ∈ Der(ZΠS|E); 0 ≤
∀k ≤ n, D(ξk) = 0} に含まれることに注意する。π̂(S) の各元は S \ ∂S に含まれる代表元
をもつからである。同様に考えて、σ(1) = 0 である。以下、有理数係数で考える。こうし
て得られた Lie 代数準同型

σ : Qπ̂′(S) = Qπ̂(S)/Q1 −→ Der∂(QΠS|E)

4



を考える。事実としてこれは単射であるが、全射ではない。たとえば、homology 類 u ∈
H1(S; Q) をとり、交叉数 · を使って、写像 γ ∈ ΠS(∗a, ∗b) 7→ ([γ] · u)γ ∈ ΠS(∗a, ∗b) を考
えると、Der∂(QΠS|E) の元を定めるが、σ(Qπ̂′(S)) には含まれない。しかし、以下のよう
にすべてを完備化すると σ は同型写像を与える。
一点 q ∈ S と γk ∈ ΠS(∗a, q), 0 ≤ k ≤ n, をとる。0 ≤ a, b ≤ n について ΠS(∗a, ∗b) =

γaπ1(S, q)γb
−1 だから QΠS(∗a, ∗b) = γa(Qπ1(S, q))γb

−1 である。そこで

Q̂ΠS(∗a, ∗b) := lim←−
p→∞

QΠS(∗a, ∗b)/γa(Iπ1(S, q))pγb
−1

と定める。filtration γa(Iπ1(S, q))pγb によって位相が入っている。これは q および γk た
ちの取り方によらない。対象全体の集合を E = {∗k}nk=0 とし、∗a から ∗b への射の全体が
Q̂ΠS(∗a, ∗b) である Q 線型小圏 Q̂ΠS|E を考えることが出来る。同様に、

Q̂π̂(S) := lim←−
p→∞

Qπ̂/|Q1 + (Iπ1(S, q))p|

と定めると、 q の取り方によらず、Qπ′(S) から完備 Lie 代数の構造が誘導される。これ
を完備 Goldman Lie 代数とよぶ。Der(Q̂ΠS|E) を Q̂ΠS|E の連続導分全体のなす Lie 代数
とし、Lie 部分代数 Der∂(Q̂ΠS|E) := {D ∈ Der(Q̂ΠS|E); 0 ≤ ∀k ≤ n, D(ξk) = 0} を考え
る。このとき、次がなりたつ

定理 2.1 (久野・河澄). σ は Lie 代数の同型

σ : Q̂π̂(S)
∼=−→ Der∂(Q̂ΠS|E)

を誘導する。

証明は次節で述べる Goldman Lie代数のテンソル表示からえられる4。たとえば、α ∈ π̂
について α = |x| なる x ∈ π1(S) をとる。log α := | log x| ∈ Q̂π̂(S) と定めると、任意の
γ ∈ ΠS(∗a, ∗b)について σ(log α)(γ) = (α ·γ)γ となる。このように log αは αの homology
類にしか依存しない。しかし、後述する (log α)2 := |(log x)2| はより多くの乗法を含んで
いる。そもそも Q̂π̂(S) には乗法が定義されていないことに注意する。
この定理から Johnson準同型の幾何学的再構成が以下のようにしてできる。まず、Dehn-

Nielsen 型の群の埋め込み写像 DN : M(S) ↪→ Aut(Q̂ΠS|E) を考える。log DN(ϕ) :=∑∞
m=1

(−1)m−1

m
(DN(ϕ) − 1)m が Der∂(Q̂ΠS|E) の元として収束する写像類 ϕ ∈ M(S) の

全体の集合を M(S)◦ と表す。たとえば、任意の単純閉曲線 C について右手 Dehn twist
tC ∈M(S)はM(S)◦ の元である。また、Putman [22]の意味での最大 Torelli群はM(S)◦

に含まれる。定理 2.1 により合成写像

τ := σ−1 ◦ log ◦DN :M(S)◦ −→ Der∂(Q̂ΠS|E) −→ Q̂ΠS

が定義できる。これを幾何学的 Johnson 準同型とよぶ [12]。実際、S = Σg,1 の場合は、τ
の Torelli 群への制限は Massuyeau の total Johnson map に同値である。

Dehn twist での具体的な値は次で与えられる。

4次節ではΣg,1 と Σ0,n+1 についてしか述べないが、すべてのΣg,n+1, g, n ≥ 0について Goldman
Lie 代数の具体的なテンソル表示が出来て、それを使うと定理は直接計算で証明できる。
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定理 2.2 (久野・河澄, Massuyeau-Turaev). S を向きづけられた連結 compact 曲面で境界
が空でないものとする。単純閉曲線 C = |x| ⊂ S \ ∂S, x ∈ π1(S), について 1

2
(log C)2 :=

|1
2
(log x)2| ∈ Q̂ΠS と定める。このとき τ(tC) = 1

2
(log C)2 ∈ Q̂π̂ がなりたつ。つまり、

Aut(Q̂ΠS|E) の元として
(tC)∗ = exp(σ(

1

2
(log C)2))

がなりたつ。

この定理は S = Σg,1 の場合に久野・河澄 [11] がはじめて証明した。一般の S への拡
張は 久野・河澄 [12] とMassuyeau-Turaev [19] が独立に証明した。この公式を見ると、単
純ではない閉曲線に沿う Dehn twist というものがAut(Q̂ΠS|E) の元としては定義できる
[17]。これらの殆どは微分同相で実現できないと思われる [13]。なお、最近、辻俊輔はこの
定理の「量子化」として、S の完備化された Kauffman skein 加群へのDehn twist tC の作
用がつぎで与えられることを証明した

(tC)∗ = exp

(
(cosh−1(−C/2))2

4 log(−A)

)
.

3 Goldman Lie 代数のテンソル表示
つぎに、Goldman 括弧積と作用 σ のテンソル表示を S = Σg,1 および Σ0,n+1 の場合に述
べる。一般の S についても同様の結果が成り立つが主張を述べるだけでかなり複雑なので
割愛する。
最初に、代数的な準備を行う。cyclic symmetrizer (cyclicizer) N : T̂ → T̂ を N |H⊗0 := 0

5 およびN(X1X2 · · ·Xm) :=
∑m

i=1 Xi · · ·XmX1 · · ·Xi−1, (Xj ∈ H), をみたす連続線型写像
として定義する。N(T̂ ) = N(T̂≥1) であり、任意の u, v ∈ T̂ について N(uv) = N(vu) が
なりたつ。次の観察の証明はたやすい。

補題 3.1 (久野・河澄). 任意の（一般化された）Magnus 展開 θ について、|x| ∈ π̂, x ∈
π1(S, ∗), に N(θ(x)) ∈ N(T̂≥1) を対応させる写像は次の位相的線型同型を誘導する

Nθ : Q̂π̂(S)
∼=−→ N(T̂≥1).

我々は、この同型を通して Goldman 括弧積（および Turaev 余括弧積）をN(T̂≥1) 上
で具体的なテンソルの演算として表すことをテンソル表示と言っている。
それでは、 S = Σg,1 の場合を述べる。T̂ の連続導分の全体のなすLie代数を Der(T̂ )と

表す。また、symplectic 形式 ω について Lie 部分代数Derω(T̂ ) := {D ∈ T̂ ; D(ω) = 0} を
考える。これは Kontsevich [15]の ‘associative’を Lie部分代数として含んでいる。H への
制限写像は位相線型同型Der(T̂ ) ∼= Hom(H, T̂ ) = H∗⊗T̂ , D 7→ D|H ,を与える。既に述べた
ように H = H1(S; Q)は Poincaré双対性によりH∗ = Hom(H, Q)と同一視される。そこで
Der(T̂ ) ⊂ H⊗T̂ = T̂≥1と見なすとき、直接計算によって対応 Derω(T̂ ) = N(T̂≥1)が成り立つ
ことが分かる。これによって同一視すると、補題 3.1の同型写像はNθ : Q̂π̂(S)

∼=−→ Derω(T̂ )
と見なすことができる。このとき次が成り立つ。

5これは monogon を潰すことに対応する。
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定理 3.2 (久野・河澄 [11]). θ を symplectic 展開とするとき、

−Nθ : Q̂π̂(S)
∼=−→ Derω(T̂ )

は Lie 代数の同型であって、可換図式

Q̂π̂(S)⊗ ̂Qπ1(S, ∗) σ−−−→ ̂Qπ1(S, ∗)

−(Nθ)⊗θ

y θ

y
Derω(T̂ )⊗ T̂ −−−→ T̂

がなりたつ。ここで下の横の矢印は導分を施す写像である。

この定理は Massuyeau-Turaev [19] によって別証が与えられた。その際、彼らはもっと
強力な Papakyriakopoulos-Turaev homotopy 交叉形式のテンソル表示を与えている。これ
はあとで Turaev 余括弧積のテンソル表示の最低次部分の計算を可能にする。

Massuyeau-Turaev と久野・河澄は独立に定理 3.2 を、一般の S に拡張した。しか
し、定理を述べるだけでもかなり面倒なので S = Σ0,n+1 の場合のみを述べておく。以下
S = Σ0,n+1 とする。上述のように xk ∈ H = H1(S; Q), 0 ≤ k ≤ n, を ∂kS を正の向きに一
周する homology 類とする。次のようにするとN(T̂≥1) に Lie 代数の構造が入る: 任意の
u =

∑n
k=1 xkuk および v =

∑n
k=1 xkvk ∈ N(T̂≥1) ⊂ H ⊗ T̂ , uk, vk ∈ T̂ , について

[u, v] := −N(
n∑

k=1

xk(ukvk − vkuk)) ∈ N(T̂≥1)

と定める。さきと同様に、T̂ の連続導分の全体のなす Lie 代数を Der(T̂ ) と表す。σ(u) ∈
Der(T̂ ) を 1 ≤ k ≤ n について σ(u)(xk) := [xk, uk] = xkuk − ukxk となるように定義する。
このとき、写像

σ : N(T̂≥1)→ Der(T̂ ), u 7→ σ(u)

は Lie 代数準同型であり、その像は Lie 部分代数 sdern := {D ∈ Der(T̂ ); 1 ≤ ∀k ≤
n, ∃uk ∈ T̂ , D(xk) = [xk, uk], D(x0) = 0} に含まれる。これは絶対 Galois 群の研究にあ
らわる (normalized) special derivation Lie algebra そのものである。定理 2.1 と比較して、
この σ が単射ではないことに注意する。∂0S 以外の境界成分のことを考えていないからで
ある。

定理 3.3 (Massuyeau-Turaev, 久野・河澄). θ を特殊展開とするとき、

−Nθ : Q̂π̂(S)
∼=−→ N(T̂≥1)

は Lie 代数の同型であって、可換図式

Q̂π̂(S)⊗ ̂Qπ1(S, ∗0)
σ−−−→ ̂Qπ1(S, ∗0)

−(Nθ)⊗θ

y θ

y
N(T̂≥1)⊗ T̂

σ−−−→ T̂

がなりたつ。
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4 Turaev 余括弧積と写像類群
次に Turaev 余括弧積を考える。幾何的 Johnson 準同型 τ : M(S)◦ → Q̂π̂(S) の像は
Turaev 余括弧積の核に含まれる。これによって Johnson 準同型の像の上からの幾何的な
評価が得られる。S = Σg,1 の場合、Turaev 余括弧積のテンソル表示の最低次項から森田
trace [20] が得られ、正則（homotopy 版の）Turaev 余括弧積のテンソル表示の最低次項
から榎本佐藤 trace [4] が得られる。
まず、定数 loop 1 ∈ π̂ が Goldman Lie 代数 Zπ̂ の中心に含まれるため、商 Zπ̂′(S) =

Zπ̂(S)/Z1 には Lie 代数の構造が誘導されることを思い出す。合成写像 | |′ : Zπ1(S)
| |→

Zπ̂(S)
quotient→ Zπ̂′(S)を考える。Turaev余括弧積 δ : Zπ̂′(S)→ Zπ̂′(S)⊗Zπ̂′(S)は以下のよ

うに定義される。α ∈ π̂(S)の代表元を一般の位置にとる。Dα := {(t1, t2) ∈ S1×S1; α(t1) =
α(t2), t1 6= t2} とおき、

δ(α) :=
∑

(t1,t2)∈Dα

ε(
·
α(t1),

·
α(t2))|αt1t2 |′ ⊗ |αt2t1 |′ ∈ Zπ̂′(S)⊗ Zπ̂′(S)

と定める。ここで ε(
·
α(t1),

·
α(t2)) ∈ {±1}は α(t1) = α(t2)における局所交点数であり、αt1t2

および αt2t1 は、それぞれ、S1 上の正の向きに t1 から t2 まで動いた区間への α の制限お
よび正の向きに t2 から t1 まで動いた区間への α の制限を表す。これらは α(t1) = α(t2)
を基点とする loops とみることができる。Turaev [26] はこの δ が well-defined であり、
(Zπ̂′(S), [ , ], δ) が（Drinfeld の意味での） Lie 双代数になることを示した。これを曲面 S
の Goldman-Turaev Lie 双代数とよぶ。とくに、Ker δ は Zπ̂′(S) の Lie 部分代数である。
商 Zπ̂′(S) = Zπ̂(S)/Z1 をとらなければならない理由はmonogon の生成消滅で不変である
ようにするためである。Turaev 余括弧積 δ は Q̂π̂(S) に余括弧積を誘導する。その意味で
Q̂π̂(S) を完備 Goldman-Turaev Lie 双代数とよぶ。

Q̂ΠS(∗a, ∗b), 0 ≤ a, b,≤ n, には Q̂π̂(S) 余加群の構造

µ : Q̂ΠS(∗a, ∗b)→ Q̂ΠS(∗a, ∗b)⊗̂Q̂π̂(S)

が入る。∗および ∗′ を境界 ∂S 上の相異なる二点とする。γ ∈ ΠS(∗, ∗′)の代表元を一般の位
置にとる。γ の二重点全体の集合を Γγ とする。各 p ∈ Γγ についてγ−1(p) = {tp1, t

p
2} ⊂ [0, 1],

tp1 < tp2, となる。

µ(γ) := −
∑
p∈Γγ

ε(
·
γ(tp1),

·
γ(tp2))(γ0tp1

γtp21)⊗ |γtp1tp2
|′ ∈ ZΠS(∗, ∗′)⊗ Zπ̂′(S)

と定義する。これは Turaev [25]に inspireされた定義である。また、∗ = ∗′のときは、終点を
∗ から正の方向に少しだけずらしたもの ∗+ にとる。いずれにせよ、この µ が well-defined

で (ZΠS(∗, ∗′), σ, µ) が Zπ̂′(S) 双加群となることが証明できる [13]。µ は Q̂ΠS(∗a, ∗b),
0 ≤ a, b,≤ n, に Q̂π̂(S) 双加群の構造を誘導する。
写像類群との関係を述べる。任意の ϕ ∈M(S)◦ は µ を保つことに注意する。つまり、

任意の n ∈ Z と任意の v ∈ Q̂ΠS(∗a, ∗b) について µ(enστ(ϕ)v) = (enστ(ϕ)⊗̂enστ(ϕ))µ(v) と
なる。n についての線型項をとって µ(στ(ϕ)v) = (στ(ϕ)⊗̂1 + 1⊗̂ ad στ(ϕ))µ(v) となる。
双加群の compatibility axiom を使うと (σ⊗̂1

cQπ̂)(v⊗̂δσ(ϕ)) = 0 がえられる。ここで σ :

Q̂ΠS⊗̂Q̂π̂ → Q̂ΠS, v⊗u 7→ −σ(u)(v),である。いま、定理 2.1により σ : Q̂π̂ → Der(Q̂ΠS)
は単射だから、δσ(ϕ) = 0 である。以上で次の定理が証明された。
定理 4.1 (久野・河澄 [13]).

δ ◦ τ = 0 :M(S)◦ → Q̂π̂(S)→ Q̂π̂(S)⊗̂Q̂π̂(S).
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5 Turaev 余括弧積のテンソル表示
再び、Magnus 展開 θ について同型 −Nθ : Q̂π̂(S) ∼= N(T̂≥1) が成り立つことを思い出す。
この同型を通して、Turaev 余括弧積のテンソル表示

δθ := ((−Nθ)⊗̂(−Nθ)) ◦ δ ◦ (−Nθ) : N(T̂≥1)→ N(T̂≥1)⊗̂N(T̂≥1)

が定義される。δθ の具体的な値は未解明である。また、S = Σg,1 の場合、久野により θ が
symplectic 展開であっても θ の取り方に依存することがわかっている。ただし、N(T̂≥1) =∏∞

m=1 N(H⊗m) には次数が入っているから、δθ の次数展開が出来る。以下の定理 5.1 およ
び定理 5.2 はいずれも Massuyeau-Turaev による homotopy 交叉形式のテンソル表示から
えられる。
定理 5.1 (Massuyeau-Turaev, 久野・河澄). S = Σg,1 のとき、symplectic 展開 θ による δθ

の次数展開は −2 次から始まり、その −2 次成分 δθ
(−2) は Schedler 余括弧積 [24] に等し

い。つまり、任意の Xj ∈ H, 1 ≤ j ≤ m, について

δθ
(−2)(N(X1 · · ·Xm)) =

∑
j−i≥2

(Xi ·Xj)(N(Xi+1 · · ·Xj−1)⊗̂N(Xj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1)

−N(Xj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1)⊗̂N(Xi+1 · · ·Xj−1))

となる。ここで (Xi ·Xj) ∈ Q は交叉数である。
直接計算で δθ

(−2) には森田 trace [20] が含まれていることがわかる [13]。したがって、
森田 trace は Turaev 余括弧積という幾何学的な意味をもつことが分かる。しかしながら、
榎本 [3] によると δθ

(−2) には榎本佐藤 trace [4] が含まれない。それは monogon を潰してい
るために N1 = 0 となり、定理の総和記号が j − i = 1 を走らないことによる。j − i = 1
の部分は榎本佐藤 trace そのものである。他方、monogon の生成消滅は正則 homotopy で
は起こりえない。これが正則 homotopy 版の Turaev 余括弧積を考える理由の第一である。
他方、榎本佐藤 trace の一次の項は写像類群の Earle, Chillingworth, 森田らによって構成
された非自明なねじれ準同型である。これは古田によって framing の言葉でも定式化され
ている [21]。framing を考えることと正則 homotopy を考えることはほぼ等価である。こ
れが正則 homotopy 版の Turaev 余括弧積を考える理由の第二である。
さて、種数 0 つまり Σ0,n+1 を考えるためには、Massuyeau-Turaev [19] が導入した結

合的乗法
· : T̂≥1 × T̂≥1 → T̂≥1, xi1 · · · xil

· xj1 · · · xjm := −δilj1xi1 · · · xil−1
xj1xj2 · · · xjm

を使う必要がある。 x0 = −
∑n

k=1 xk が単位元である。
定理 5.2 (Massuyeau-Turaev, 久野・河澄). S = Σ0,n+1 のとき、symplectic 展開 θ による
δθ の次数展開は −1 次から始まり、その −1 次成分 δθ

(−1) は、任意の Xj ∈ H, 1 ≤ j ≤ m,

について

δθ
(−1)(N(X1 · · ·Xm)) =

∑
j−i≥2

N(Xi
· XjXj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1)⊗̂N(Xi+1 · · ·Xj−1)

+ N(Xj
· XiXi+1 · · ·Xj−1)⊗̂N(Xj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1)

−N(Xi+1 · · ·Xj−1)⊗̂N(Xi
· XjXj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1)

−N(Xj+1 · · ·XmX1 · · ·Xi−1)⊗̂N(Xj
· XiXi+1 · · ·Xj−1)

となる。
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ここでも j − i = 1 の部分に柏原 Vergne 問題の発散 cocycle が現れている。そこで正
則 homotopy 版の Turaev 余括弧積を考えると柏原 Vergne 問題の発散 cocycle [2] が出て
くるのである。

Alekseev-Torossian [2]による定式化では柏原 Vergne問題とは、pants曲面 Σ0,3 の特殊
展開であって、発散 cocycle と適合しているものを求める問題に他ならない。柏原 Vergne
問題の解の存在は Alekseev-Meinrenken [1] によって証明されている。以上を勘案すると
θ を柏原 Vergne 問題の解による特殊展開とするとき δθ はキレイな形、ひょっとすると
δθ
(−1) に一致するかもしれない。他方、久野および Massuyeau-Turaev によって µθ につい
ては δθ

(−1) よりは複雑な形をとらなければならないことが観察されていて、彼らは独立に
µθ の形について同一の作業仮説をたてている。現在の私の研究課題は柏原 Vergne 問題の
解による δθ を何らかの形で書き下すことである。もし、それが δθ

(−1) に一致するならば、
Grothendieck-Teichmüller Lie 代数と Johnson 準同型の理論が直結することになるし、δθ

が Schedler 余括弧積 δθ
(−2) に一致する symplectic 展開 θ を求める問題こそが「正種数柏

原 Vergne 問題」ということになる。他方で、 δθ
(−1) に一致しないことがはっきりするのな

らば、Johnson 準同型像について新たな制約条件が見いだされることになる。道のりは平
坦ではないが、どちらに転ぶにせよ一日も早く結果を出したいと思っている。
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