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[1] (1)

∫
x

1 + x + x2 + x3
dx =

∫
1

2

(
1

1 + x2
+

x

1 + x2
− 1

1 + x

)
dx =

1

2
arctan x+

1

4
log(1+

x2)− 1

2
log |1 + x|+ C.

(2) x = a sin y (−π/2 < y < π/2) とおいて置換積分すると、∫
1√

a2 − x2
dx =

∫
dy = arcsin

x

a
+ C.

(3)

∫
cos2x

(cos x + x sin x)2
dx = −

∫ (
1

cos x + x sin x

)′
cos x

x
dx だから、部分積分により

(右辺)=
sin x

cos x + x sin x
+ C.

[2] n ≥ 2に対して、

In =

∫ π/4

0

(
1

cos2x
− 1

)
tann−2xdx

=

∫ π/4

0

(tan x)′tann−2xdx− In−2.

右辺第一項の積分を Jnとおくと、Jn = 1− (n− 2)
∫ π/4

0
(tan x)′tann−2xdx = 1− (n− 2)Jn

だから Jn = 1
n−1
。よって In = 1

n−1
− In−2。

また、I0 = π/4, I1 = 1
2
log 2。これらより、各mに対して

I2m =
1

2m− 1
− 1

2m− 3
+ · · ·+ (−1)m−1 + (−1)m π

4
,

I2m+1 =
1

2m
− 1

2m− 2
+ · · ·+ (−1)m−1 1

2
+ (−1)m 1

2
log 2.

[3]

∫ 1

−1

h

h2 + x2
f(x)dx

=

∫ 1

−1

h

h2 + x2
{f(x)− f(0)}dx +

∫ 1

−1

h

h2 + x2
f(0)dx ≡ I1 + I2

とおく。I2 = 2f(0) arctan 1
h
→ πf(0) (h → 0+) である。I1が 0に収束する事を示せば

よい。
いま f は [−1, 1]上で連続より、正定数M が存在して |f(x)| ≤ M をみたす。また原
点における連続性より、任意の ε > 0に対して δ ∈ (0, 1) が存在して、|x| < δ ならば

1



|f(x)− f(0)| < εをみたす。このとき、

|I1| ≤
∫ 1

−1

h

h2 + x2
|f(x)− f(0)|dx

≤
∫ −δ

−1

h

h2 + x2
2Mdx +

∫ δ

−δ

h

h2 + x2
εdx +

∫ 1

δ

h

h2 + x2
2Mdx

= 4M(arctan
1

h
− arctan

δ

h
) + 2ε arctan

δ

h
→ επ. (h → 0+)

εは任意だったから、limh→0+ I1 = 0。

・[1] (2)は積分定数をずらせば− arccos x
a
でも同じです。

・[3]で I1の被積分関数は、xを固定するごとに、h → 0のとき 0に収束しています。但
しこの事から、I1が 0に収束しているかはただちには分かりません。一般に極限と積分の
順序交換には注意する必要があります。

(解答例作成：三角)
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