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(1) 1/(z − 1)(z − 5) = 1/4 · (1/(1 − z) − 1/(5 − z))と部分分数展開する.
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(4) sin(z/(z − 1)) = sin(1 + 1/(z − 1))とし, w = 1/(z − 1)とおく. sin(1 + w)を w = 0で展開
すると

sin(1 + w) = sin 1 + cos 1 · w + · · · + (−1)n sin 1
(2n)!

w2n +
(−1)n cos 1
(2n + 1)!

w2n+1 + · · · .

これに w = 1/(z − 1)を代入すると展開式を得る.

[2]
{|z| = Rn} 上 |ez − Pn(z)| < |ez| であることを見ればよいが，{|z| = Rn} 上 |ez − Pn(z)| ≤
Rn

n+1eRn/(n + 1)!であることを用いればこのことは容易にたしかめられる．(問題文に追加した
Qn についての訂正文は誤りでしたので，削除をいたしました．申し訳ありませんでした．)

[3]
∆を C上の単位円板とする．

1. 仮定の不動点を α, β とする．適当な一次変換により αを 0の場合に帰着される．すなわち，
ϕ(z) = z−α

ᾱz−1 , F = ϕ−1 ◦f ◦ϕとおくと，ϕは単位円板を単位円板に双正則にうつすことから，

F は |z| < 1上正則かつ |F (z)| < 1を満たし，更に 0, ϕ−1(β)を不動点とする．ϕ−1(β) 6= 0
なので，Schwarzの補題により F (z) = eiθz, θ ∈ Rと書ける．F (ϕ−1(β)) = ϕ−1(β)から
F (z) = zがわかり，したがって

f(z) = ϕ ◦ F ◦ ϕ−1(z) = ϕ ◦ ϕ−1(z) = z

が得られる．

2. f が不動点を持つとしたらそれは {|z| < r}上にあるが，{|z| = r}上 | f(z)−z
2 + z| < rだか

ら，f は丁度ひとつの不動点をもつ．もしくは，∆上に Poincare距離をいれて完備距離空間
と看做し、f が縮小写像であることを見ればよい．

3. Aut(∆)の元であって，回転以外のものをとればよい．

[4]
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(1) e1/z の z = 0での留数は 1なので留数定理より積分値は 2πi.

(2) |z| = 1の内部に含まれる極は z = 1のみである. z = 1は 2位の極で, その留数は −3e/4で
ある. z = 1における留数の計算は次のようになる.
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したがって, 積分値は −3eπi/2.

(3) z = eiθ とおくと sin θ = (z − z̄)/(2i)と表せる.∫ 2π
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∫
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ここで |z| < 1の中にある極は z = i(−a +
√

a2 − 1)であり, その留数は 1/(2i
√

a2 − 1)であ
る. したがって, 積分値は 2 · 2πi · 1/(2i
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a2 − 1 となる.

(4) 曲線 C を C = {x ∈ R | − R ≤ x ≤ R} ∪ {Reiθ | 0 ≤ θ ≤ π} とおく. C の弧の部分を

Γ = {Reiθ | 0 ≤ θ ≤ π}ともおく. C 上で z/(z4 + 5z2 + 6)を積分することを考える.∫
C
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と分解する. Rを大きくとったとき, 左辺は留数定理より C 内の極の留数の和に 2πiをかけ

たものになる. z/(z4 + 5z2 + 6) = z/(z2 + 2)(z2 + 3)から C 内の極は z =
√

2iと z =
√

3i

になり, z =
√
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√
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√
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√
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次に右辺が R → ∞としたときに求める積分になることを示す. つまり第 2項が 0に収束す
ることを示す. Rが十分大きいところで次のように評価できる.∣∣∣∣∫
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これは R → ∞ のときに 0 に収束する. したがって, 求める積分値は左辺を 1/2 倍した
π(
√

3 −
√

2)/2である.

複素解析学 Iサイトでは演習で配布するプリントや講義メモを載せています:

http://www.ms.u-tokyo.ac.jp/˜hirachi/courses/complex1-2006/

(解答作成: 塚本泰三)
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